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Conocimiento:
Numeros

irracionales ;

3.
4.

5.
6.
7.

8.
9.

Habilidades especificas.

Identificar nimeros irracionales en diversos contextos.
Identificar nGmeros decimales con expansion decimal infinita no periddica.
Realizar aproximaciones decimales de nimeros irracionales.

Reconocer nimeros irracionales en notacion decimal, en notacién radical y
otras notaciones particulares.

Comparar y ordenar nimeros irracionales representados en notacion decimal
y radical.

Identificar nGmeros reales (racionales e irracionales) y no reales en
cualquiera de sus representaciones y en diversos contextos.
Representar nimeros reales en la recta numérica, con aproximaciones
apropiadas.

Estimar el valor de la raiz de un nimero entero.

Determinar ndmeros irracionales con representacion radical entre dos
nUmeros enteros consecutivos.

70. Utilizar la calculadora para resolver operaciones con radicales.

Escenario de aprendizaje

<Cuanto material necesito?

En un colegio se tienen que hacer unas invitaciones cuadradas para el Dia de la
Madre, pero por recursos econémicos solo pueden usar un area de 110cm? para

cada una.

¢ Cuanto debe medir el lado de ese cuadrado?




Si una expresion tiene expansion decimal finita, o infinita periodica, el
numero es racional (Q).

Si el nimero tiene expansion decimal infinita NO periddica, este se clasifica
como irracional (I1).

J110 el J2 ell el 80

J25 cQ Sl /10 ¢ Q

5,6565... ¢ Q) _3 8,7 €Q 2,75€Q

¢No creen que estan
siendo un tanto
irracionales?
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Escenario de aprendizaje

JVYamero entre civculos

Busque algun objeto circular y con ayuda de una cinta métrica o una cuerda,
mida su borde (perimetro). Mida también el diametro de ese circulo (cuerda que
pasa por el centro)

medida de la circunferencia

medida del didmetro
Compare los resultados con sus compafieros.

Por ultimo, divida esos valores, esto es:

3, 14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230

78164 062862089986280348253421170679.




7 ell 3,14 1l

Escenario de aprendizaje
&l namero de Luler
Con ayuda de la calculadora o Excel,
complete la siguiente tabla, para determinar
100 |

el valor numérico en cada caso.
100

Analice los resultados.
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eell 2,7182 €Q

—6e+6e €Q 7egQ

Escenario de aprendizaje

cDonde he visto este namero?

1. Construya la sucesion de Fibonacci.
Recuerde que para construirla, se
inicia con 1y 1y a partir de estos
numeros, cada término es la suma de
los dos anteriores. (Use 15 términos) f

Obtenga el cociente entre cada
namero y su antecesor. Anote el
resultado.

Mida la longitud del largo y del ancho
de la tarjeta de identificacion de
menores. Obtenga el cociente de:

medida del largo
g . Anote el resultado.

medida del ancho

Se presenta la obra de Leonardo Da Vinci. “’El hombre de Vitruvio”. Mida la
longitud de los pies al ombligo y la estatura total del hombre que ahi se
estatura total

muestra. Realice;: —M
estatura hasta el ombligo

Anote el resultado.

4. Analice los resultados.

1,618033 9887498 9484820 4586834 3656381 1772030 9179805 7628621 3544862



efinicion
Expansion decimal finita

Se da cuando las cifras decimales de un nimero tienen fin, es decir, su periodo es
cero. Ejemplos:

(@1,25 (b) 23,7393 (c) -6 (d) = (d) 76
Expansion decimal infinita periddica

Los nimeros con expansién decimal infinita periddica son aquellos que tienen
cifras decimales que se repiten infinitamente. Ejemplos:

(a) 1,222... (b) 23,4777... (c) 2,7 (d) -32,421 (d)%

Los numeros racionales tienen expansion decimal finita o infinita

periédical

Expansion decimal infinita no periddica

Son aquellas expresiones en las que los decimales de un nimero son infinitos,
pero sin repetirse un patrén, de ahi que sea no periddica. Ejemplos:

() 312 ~2,28942848 (b) 2?” ~2,094395102....
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Conocimiento: Relaciones de orden

Escenario de aprendizaje

iCorva mas!
Anacleto y Pancracia corren por deporte. Anacleto cruza la diagonal de un
terreno rectangular que mide 153 m, mientras que Pancracia recorre una pista
circular de 97z m de circunferencia. ¢ Quién corre mas?




1. Determine el perimetro de la siguiente figura

Para cada raiz
cuadrada se usa el
botén

2. Hay dos pistas circulares, una de radio 8m y otra de radio 5m. Si el lunes
Dionisio recorre una vez la pista mas grande y el martes la otra, ¢ cuantos
metros de mas recorrié el lunes respecto al martes?

En la calculadora,
para obtener el
valor aproximado
en expansion

decimal, se usa la
tecla

SeD

Recuerde: L, =27zer
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7. Determine el area del rectangulo adjunto.

Cuando se
necesita obtener el
resultado de un
radical con indice
diferente a dos, se
presiona la tecla
SHIFT y luego

|

Recuerde: A nguo = bP*h

4. El area del piso de una habitacién es rectangular y mide 1405 m?. Se desea
colocar ceramica con cuadros de /0,09 m? ¢Cudntas piezas se necesitan?

Ejercicios 1

Hora de

practicar

NUmeros reales

A continuacion se presentan diversas situaciones. Identifique si el
numero del resultado corresponde a un namero racional o irracional.

(a) Lizandro viaja a su lugar de trabajo en bicicleta. Las llantas de su medio de
transporte dan 700 vueltas al hacer el recorrido. El radio de la rueda de la
bicicleta es de 0,6m. Para calcular la distancia recorrida se usa la formula:
Distancia= vueltas-2zr . Por tanto Lizandro recorri6 700+27+0,6 metros

La cantidad de ciertas bacterias, que habra luego de pasados “t” afios, esta
dada por la férmula B =C-e'. donde C es la cantidad inicial de bacterias. Si
inicialmente hay 500 bacterias, entonces al cabo de dos afios habra 500-e?
bacterias.




Las diagonales de un rombo miden v12cm y J3cm . Entonces su area esta

E

dada por

Toribio coloca en un banco #575 000 a un interés continuo, con una tasa de
0,14. Al cabo de 2 afios, tendrd acumulados 575000-¢e °**? colones.

. . 4 .
El volumen de una esfera esta dado por la formula V = §7rr3 .En Costa Rica
existen unas esferas de piedra Unicas en el mundo. El volumen de una de

. . 4
esas esferas, cuyo radio mide 0,8 metros es de §ﬂ~0,83

Al dividir la medida del largo de una tarjeta de débito entre la medida de su

1+J§
2

ancho, se obtiene como resultado

Si se pudiera poner en un “cajon” todos los niumeros enteros positivos y se
sacaran dos de ellos, la probabilidad de que estos sean primos entre si esta

dada por %
T

2
El area de un cuadrado cuyo lado mide \/g metros es (\/EJ

Lea el siguiente poema:
“Soy, y seré a todos definible
mi nombre tengo que daros
cociente diametral siempre inmedible
soy de los redondos aros”.
(Autor: Manuel Golmayo)

Cuente las letras de cada palabra y construya el nimero que se va
formando.

Internacionalmente existe el “Dia del nUmero Pi”, el cual se celebra el 14 de
marzo, ya que si se escribe esa fecha en notacién estadounidense (mes/dia)
se obtiene 3/14. Para conmemorar esa fecha, en un colegio, a cada
estudiante se le asigné un nimero, el cual correspondia a la cantidad de
letras de su nombre multiplicadas por pi. ¢ Qué nimero se le asigno a
Remigio?
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Clasifique cada una de las siguientes expresiones en racionales o
irracionales, para ello marque con una equis la casilla correspondiente.
 Expresiéon Racional Irracional Expresion  Racional Irracional
eZ
4,67
2,7134023
3
27
2,333...
=
7
-0,8
Determine si las expansiones decimales de cada nimero son infinitas
periddicas (IP), infinitas no periddicas (INP) o finitas (F).
 Expresion IP INP  F Expresion | IP N
-8,67392 3D + D
1

81

2

1,
252525...

2

73

Escriba <, >, = segln corresponda.

(@) 430 e 0 =2 7 (©) 5rr

> —
157 i Na
@ 7 (37 B0 (M)

Ordene los siguientes numeros en forma ascendente.

9/2_1 \/ﬂy _1®1

2 4




Indique cual figura tiene mayor perimetro, justifique la respuesta

Ubique de modo
numeérica

(a)\11

-4

3z
(b) —

-3 -2 1

Indique entre qué niumeros enteros esta cada valor irracional.

(@) <3528 < (b) < 5r<
—e

(c) —<T<— d <4<

(e) <\/%< (f) <4/23 <
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En La Biblia aparecen dos pasajes en los que se da una aproximacion entera
del niumero pi. Uno de esos pasajes dice:

“Hizo fundir asimismo un mar de diez codos de un lado al otro,
perfectamente redondo. Tenia cinco codos de altura y a su
alrededor un cordén de treinta codos.” | Reyes 7,23-24

Segun esa informacion, ¢ qué valor de pi se usaba?

Determine el resultado aproximado de cada operacién. [Use calculadora]

(8) V21-22-y3  (b) B(1++5) (o) % @ (B+2)

e) ¥Y6-42 (f) G‘f @ 222 (h) %[1—(£+2)]—ﬁ

Se ha cementado un terreno y aln esta fresca la mezcla. Por lo cual se coloca
una cinta amarilla alrededor, para que nadie pase. El dibujo representa el
plano del terreno ¢, Cuantos metros de cinta se gastaron?

2vVTm
6\/5771, 12. 5m

Vv200m

9v/12m

El area del piso de una habitacion rectangular es de 20\/5 m?. Se desea

colocar ceramica, con cuadros de+/0,16 m* ¢ Cuantas piezas se necesitan?

Determine el area de un cuadrado, cuyo lado mide 5x/§m



http://es.wikipedia.org/wiki/Codo_(unidad_de_longitud)
http://www.biblegateway.com/passage/?search=1Reyes7%3A23-24;&version=RVR1960;

Determine el area de la siguiente figura:

2v3dm

(V3 +2v2)dm

Un constructor necesita soldar una pieza que quede
como diagonal de un marco cuadrado. Esa diagonal

. 2 :
mide > m, pero solo venden piezas de un metro de

longitud. ¢ Cuantos centimetros le sobran si compra
un metro?

Se desea colocar una cinta alrededor de un anuncio
gue tiene forma circular. El didmetro del circulo es de 40cm. Determine la
cantidad de cinta que se necesita. ¢ Es un nimero racional o irracional?

Un joven desea invertir 150 000 colones en una cuenta, que paga con un
interés compuesto continuo de r = 0,12. El tiempo que dejara el dinero en el
banco es de 2 afos. La formula para determinar el dinero que tendra es:

Dinero a recibir =P e, donde P es el dinero invertido. ¢ Cuanto dinero
recibira?

La arista de un cubo se determina con la siguiente férmula: 3 , donde V es
el volumen. Determine la arista del cubo, si el volumen es de:

(@) 125cm?

(b) 16cm?

Se desea construir un marco cuadrado de madera cuyo lado mide 6+/2. Si
solo venden piezas de madera con medidas enteras. ¢ Cuantos metros debe
comprar de madera, de modo que le sobre la menor cantidad?
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Conocimiento: Cantidades muy grandes y muy pequeiias

Escenavio de aprendizaje

cCuanto dijo que mide?

Dos estudiantes de un colegio técnico
estan muy interesados por la informética.
Su profesor les pide que investiguen cual
es el tamafio del componente de chip
mas pequefio del mundo (la medida del
largo) y que a la vez indaguen cual es el
largo de una hormiga zompopa, de modo
gue puedan comparar los tamafios.

Al hacer una busqueda por la Web, los
estudiantes se dan cuenta de que el
componente de chip mas pequefo del
mundo mide 125 000 nandmetros;
mientras que la zompopa mide unos
50 000 micrometros.

Estas medidas no le son familiares a los estudiantes, por lo que deciden
investigar un poco mas e incluso se retan a encontrar cuantas veces mas grande
es una medida con respecto a la otra.

ilnvestiguemos con ellos!



Valor
. Factor
en potencia

MULTIPLOS
1 000 000 000 000 000 000 000 000
1 000 000 000 000 000 000 000
1 000 000 000 000 000 000
1 000 000 000 000 000
1 000 000 000 000
1 000 000 000
1 000 000

1000
100

10

1: Unidad basica

SUBMULTIPLOS

0,1
0,01
0,001
0,000 001
0, 000 000 001
0, 000 000 000 001
0, 000 000 000 000 001
0, 000 000 000 000 000 001
0, 000 000 000 000 000 000 001

0, 000 000 000 000 000 000 000 001

Simbolo

Nombre
(Prefijo)

PEDIDOS: 88 75 1979 / AUTOR GILBERTO CHAVARRIA ARROYO



Matematica Noveno Nivel Ediciones LebQmbQ

Componente de chip:

La zompopa:

Se concluye que es mas pequeiio el chip que la zompopa.

Aunqgue el océano pierde millones de litros de agua por evaporacion, mientras que
recibe otros millones a través de la lluvia y los rios, los cientificos han estimado que el

océano tiene unos 1 370 Exalitros. ¢ A cuantos gigalitros equivale?




Ejercicios 2

Hora de

practicar

Sistema Internacional de Medidas

La masa de la Tierra es de aproximadamente 6000 yottagramos. La Luna tiene
una masa de 73 500 zetagramos. ¢ Cuantos satélites naturales del tamafio de la
Luna, caben en la Tierra?

La masa de un virus es de 0,1 attogramos y la de un grano de arena de 350
nanogramos ¢ Cuantas veces es mas grande la masa de la arena con respecto al
virus?

El didametro del Sol es de 1,39 Gm mientras que el de la Tierra es de 12,75 Mm
¢, Cuanto mas grande es el diametro del Sol con respecto al de la Tierra?

La distancia mas grande que ha recorrido un automoévil (un Volvo de 1966) ha
sido de 4,2 Gm. La distancia de la Tierra a la Luna es de 384, 4 Mm. ¢ Cuantas
veces aproximadamente pudo ir a la Luna ese automdévil?

La anchura de un cabello humano es de 0,1 nandmetros, mientras que el
diametro de un globulo rojo es de 7 micrometros. ¢ Cual tiene mayor longitud?

La longitud de la Gran Muralla China es de 6,4 megametros ¢Cuantos metros
mas grande es esa Muralla respecto al diametro de la Luna, si este mide 0,00348
gigametros?

Resuelva las siguientes conversiones

(a) 2345 Mm Gm (b) 53 456 Tg

() 2Ym Zm (d) 0,023 Pg

(e) 98 763 zg (f) 0,0027 nug

(c) 3423 234 fm (d) 182 092 092 um

Curiosidades

Se estima que la cantidad de sangre que hay en todos los seres humanos es de
aproximadamente 30 gigalitros, para almacenarla, se ocuparia un cubo de 310
metros de arista. Realmente no parece mucho. ¢A cuantos litros equivale toda
esa sangre?

Si todas las células sanguineas del cuerpo de un humano promedio fueran
extendidas lado a lado, el largo total podria rodear la circunferencia de la Tierra
dos veces, una distancia de cerca de 100 Megametros. ¢A cuantos kildmetros
equivale?
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(A) 3,14

(C) e

(A) 49 cm

(C) 7cm

-8
("

(c) 4i21

Autoevaluacion de la unidad

(B) 2,45 cm

(D) 1,75cm

(B) 0,272727...

5
(D)E

” Y



(A) 25eQ (B) 3,1415 ¢ II
(C) 531l (D)0¢Q

B ==

(D) 2, 98401

(A) 181 064 (B) 3316

(C) 6100 (D) 120 875

- B) 2,71
(A) # (B)

(C) 3,14 (D) 145
2
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(A) 0,3

(C) 0,03

(A) 0,639

(C) 639x10%

Ediciones LebQmbQ

(B) 0,003

( D) 0,0003

(B) 639x10%*

( D) 0,000639

Expresion Infinita periédica

1, 2525

Infinita No periddica




1) ¥B[1-(7+2)]
(2) V21-24/2+3

3) (2e+2)°
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Habilidades especificas.

1. Aplicar el teorema de Pitagoras en la resolucién de problemas de diferentes contextos.
2. Encontrar la distancia entre dos puntos en el plano cartesiano, aplicando el teorema de
Pitagoras.

Escenavio de aprendizaje

Experimentemos

Construya y recorte tres cuadrados, cuyos lados midan 3cm, 5cm y 4cm
respectivamente (Puede ayudarse con hojas cuadriculadas).

| |
L L
| |
| |
| |
| |
L L
| |
i i
| |
| |
| |

|
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

————F-———F-———F-———f----F-

Una cada dos cuadrados por uno de sus vértices, de modo que entre los tres
formen un tridngulo.

Segun la medida de sus angulos, ¢como se clasifica el triangulo resultante?
(use transportador)

Determine el area de cada cuadrado.

Analice qué relacion existe entre esas areas
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9+16=25

3 +4° =5°

A la generalizacion de este resultado se le conoce como Teorema de Pitagoras, en
honor a la escuela pitagérica ,a la cual se le atribuye su descubrimiento. Sin
embargo, hay evidencias de que civilizaciones como la china, ya usaban este

resultado.

hipotenusa
a c
cateto
b

cateto

En sintesis, el
teorema indica
que:

En todo
triangulo
rectangulo, la
suma de los
cuadrados de
las longitudes

de los catetos
es igual al
cuadrado de la
medida de la
hipotenusa.




1. Zo6simo necesita limpiar una ventana de un edificio, que esta a 8m de altura.
Para ello coloca una escalera a 4m de la base de la pared. ¢ Cuanto mide la
escalera?

2. Una cancha de futbol (rectangular) mide 125 metros de largo. Si la longitud de
una diagonal es de 150 metros. ¢ Cual es el perimetro de dicha cancha?
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scenavio de aprendizaje
£ P j
ot un helado y un cafe

Z6simo y Capistrano salen del parque de Mercedes Norte, cuya coordenada se
ubica en el punto (0,0).

Zbsimo se dirige a una heladeria, para lo cual recorre 2 km al sury 1 km al este;
mientras que Capistrano va a una cafeteria, ubicada 1 km al norte y 3km al oeste
de dicho parque. ¢ A qué distancia se encuentra esa heladeria respecto a la
cafeteria?




AUTOR GILBERTO CHAVARRIA ARROYO
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Ejercicios 3

Hora de

practicar

Teorema de Pitagoras

En cada caso, se dan las longitudes de los catetos de un triAngulo rectangulo.
Halle la longitud de la hipotenusa.

(@) 3cmy 7m (b) 5cm y 5cm © 3myim  (d) 3v2 32
(e) 12y5 () %cm y 1L5cm (g) 6dm, 8dm (h) Im, 1m

En cada ejercicio se dan las longitudes de un cateto y de la hipotenusa de un
triangulo rectangulo. Halle la longitud del cateto faltante.

(@) 3cmyb5m (b) 6cmy 10cm (c) 2m y 4m (d) 5\/5, 10

(e) 1y2 () %cm y 15cm (9) 9dm, 2dm (h) 0,5m, 0,3m

Determine el valor de “x” en cada caso

(b)




Efectie cada uno de los problemas que se le plantean.

a) El perimetro de un rombo es 40cm, y una de las diagonales mide 5cm. Halle la
medida de la otra diagonal y del area de dicho rombo.

h) Las dimensiones de un rectangulo son 6 cm y 8cm. Halle la medida de la
diagonal de ese rectangulo.

c) La parte mas alta de una escalera apoyada en una pared vertical, alcanza en
esta una altura de 3m, si el pie de la escalera queda sobre el pisoa 1,2 m de la
pared, entonces ¢ cual es la longitud aproximada de la escalera?

d) Las medidas de las bases de un trapecio iso6sceles son 30m y 20m. Si la
medida de uno de los lados no paralelos es 10m; entonces ¢ cudél es la medida de su

altura?

De acuerdo con los datos de la figura adjunta, halle el
area del AMNP

M-R-P

De acuerdo con los datos de la figura, donde DC = BC = J2, y AB = BD,
entonces el valor de AD corresponde a

A 242 A e
(B) 2

©) \2

(D) 8

El perimetro de un rombo es 20, y una de las diagonales mide 2, entonces el
area de dicho rombo corresponde a

A) 46
B) 8V6
(C) 2,99
(D) 4,99
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El cuadrilatero ABCD es un trapecio isésceles, donde BC = 10, AD = 32, CF =

6. Entonces la medida de AB
corresponde a

(A) 24265
(B) /85

(C) 157
(D) 2247

Si la medida de una diagonal de un cuadrado es 5\/5, entonces el perimetro de
dicho cuadrado es

(A) 10

(B) 20

(C) 25

(D)

En un lanzamiento de penal (a 11
metros de la porteria) un jugador
patea el balén hacia arriba en busca
del centro del marco y pega en el

poste horizontal (a 2, 2 metros de
altura) ¢, Cuanta distancia recorrio el
balén?

Las pulgadas de un televisor
corresponden a la medida de la diagonal de la
pantalla. ¢ De cuantas pulgadas es un televisor,
si el largo de la pantalla es de 8 pulgadas y el
ancho de 15 pulgadas?




Segun la informacién del dibujo, cudl es la longitud aproximada de la pieza del
sube y baja

El rectdngulo MNPQ esta formado por 3 cuadrados congruentes entre si. Si la
longitud de cada lado del cuadrado mide 12cm, determine la longitud de la
diagonal del rectdngulo MNPQ.

N

M

De acuerdo con los datos de la figura, si
el cuadrilatero ABCD es un rombo cuyas
diagonales miden 12 y 16, determine la medida

de LQ
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Usando las cuadriculas proporcionadas, determine la distancia entre los puntos
Ay B en cada caso.

(@) (b)




Determine la distancia entre los puntos dados:

@ (247.-1), (5v7.3)
o (833 (53]

Dadas las coordenadas de los vértices de cada triangulo ABC, clasifiquelos
segun sea, en isosceles, escaleno o equilatero.

(@) A(-3,0), B(0,3V3),C(3,0)

(b) A(2,—1),B(%,4J,C(7,—1)

(c) A(12),B(2,-2),C(-3.1)
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Considere el croquis de una ciudad y conteste lo que se le solicita.

co JUGUE
RREOS TERIA

IGLESIA

»
S

ESTACION DE BUS

Suponga que entre cada cuadra hay 100 metros, Despreciando la medida del ancho de
las calles determine la distancia entre:

(@) Lalibreriay la estacién de bomberos

(b) La casa 2A vy latienda

(c) Lajugueteriay la pulperia

(d) La lglesiay la tienda

(e) Lacasa 3Fy la pulperia

() Latienday los correos.

Lodovico y Dionisio hacen una carrera. Deben llegar a un parque que se ubica
a 5 km norte y 6 oeste del lugar de salida (punto (0,0)). Cada uno escoge su
ruta para llegar, pero se cansan y se detienen antes de llegar. Lodovico corre 5
km al oeste y 3km al norte; mientras que Dionisio corre 4 km al norte y 4km al
oeste.

(a) ¢A qué distancia quedo6 Lodovico del parque?

(b) ¢A qué distancia quedo Dionisio del parque?

(c) ¢Quién llegé mas cerca del parque?

(d) ¢A qué distancia quedé Lodovico de Dionisio?
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MN es el cateto opuesto a o
MP es el cateto adyacente a a

MN es el cateto adyacente a B

MP es el cateto opuesto a 3

NP es la hipotenusa (esta opuesta al angulo recto)
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Habilidades especificas.

3. Convertir medidas angulares de grados a radianes y viceversa.

Escenario de aprendizaje

os sistemas para mediv angulos.

deos: En temas anteriores de geometria, se ha usado el sistema

sexagesimal para referirnos a la medida de un angulo, el cual esta ligado a una
circunferencia; ya que es el resultado de dividir esta en 360 partes. Cada una de
las partes divididas recibe el nombre de grado (1°). Por tanto, una circunferencia
completa mide 360°, independientemente del tamafo de su radio.




2adianes: Otra unidad de medida de angulos es el radian, simbolizado rad.

Un radian es la medida del angulo central de una circunferencia que abarca un
arco cuya longitud es igual a la del radio.

m(arco) =1

m(radio) =1

cComo establecer una velacion entre esas dos unidades de medida

angular?

2z rad = 360°

wrad =180°
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— 180 1 grado =
V4 180°

1rad

B Para convertir de grados a radianes, la medida se multiplica por T

o

B Para convertir de radianes a grados, la medida se multiplica por

1. Siun angulo mide 60°, ¢cual es su medida en radianes?

. . . 11 . :
2. Siun angulo mide gﬂ', ¢écual es su medida en grados?




Habilidades especificas.
Aplicar las razones trigonométricas basicas (seno, coseno, tangente) en diversos contextos.

Aplicar seno, coseno y tangente de dngulos complementarios.

Aplicar los conceptos de angulos de elevacion y depresion en diferentes contextos.
Aplicar que la suma de los cuadrados del seno y coseno de un angulo es 1.

Resolver problemas que involucren las razones trigonométricas, sus propiedades y angulos
de elevacion y de depresion.

Plantear problemas contextualizados que utilicen razones trigonométricas para su solucion

Escenario de aprendizaje

En la montaiba rusa

La figura adjunta, muestra parte del plano de una Montafia Rusa, donde se aprecia un
angulo de inclinacion B, que se forma entre el suelo y la rampa. También hay unos
postes que sostienen la estructura:

1. ¢, Qué relacion cumplen los triangulos ABC, AED y AGF? ¢ Por qué?
2. En cada triAngulo se pueden determinar seis cocientes o razones entre las
medidas de los lados que lo forman. Calcule para cada uno, las siguientes razones.

cateto opuesto al x3 (b) cateto opuesto al £ (c) cateto adyacente al £
cateto adyacente al X3 hipotenusa hipotenusa

(o)
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AABC -~ AAED - AAGF

cateto opuesto al £3 cateto opuesto al £ cateto adyacente al X3

cateto adyacente al X3 hipotenusa hipotenusa
En el AABC

En el AAED

En el AAGF

Seno de un angulo B:

Coseno de un angulo B:



L

Tangente de un angulo B:

CO CA CO
tan=——, cosB=——, senf=——
g CA B H B H

CO: cateto opuesto, CA: cateto adyacente H: hipotenusa

Calcular con
Pitagoras

t
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En los ejemplos anteriores, ¢ qué relacién observa entre senp y cosa? ¢Entre senay

cosp?

Sisenx = 0,1. Halle el valor de cosx y de tanx




¢ Sabias que...?

La palabra seno del angulo, proviene de la palabra semis inscriptae,
referida a la mitad de una cuerda de un circulo de radio 1. Su
abreviatura termino simplificada como sins, fue latinizada como sinus y
en espafol se tradujo como seno..

La palabra coseno fue creada por Gunter, y se deriva de las relaciones
entre las funciones trigonométricas de angulos complementarios. Esta

palabra proviene de la abreviatura latina de la expresion “complementi
sinus” que quiere decir seno del complemento. Mas tarde se abrevi6 a
“co sinus” de donde surge coseno.

La palabra tangente viene del latin tangens que significa "tocar”
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1. Si deseamos calcular la altura aproximada del Fortin de Heredia, teniendo algunos

datos podemos lograrlo.

&

11metros



2. De acuerdo con la figura, determine la longitud aproximada del cable.

7. Se desea construir una rampa de

acceso a una escuela, que tenga una
altura de 0,7 m y una longitud de 1,5m
¢,Cuanto debe medir el angulo de
inclinacion de esa rampa?

Angulo de elevacion:

:
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Angulo de depresion:
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Altura visual:

1. Silverio tiene una estatura visual de 1, 7m y observa un papalote (cometa) que se

encuentra a 9 m de altura con un angulo de elevacion de 60°. ¢ Cuél es la distancia
entre Silverio y el papalote?

2. Gabino esta ubicado

en el tercer piso de un
hotel y esta a una altura
visual de 11m. Observa
un automovil con un
angulo de depresion de
26°. Determine la
distancia en que se
encuentra el automévil
respecto a la base del
edificio.




7. En la azotea de un edificio

hay una camara, a una
altura de 45m. En un primer
momento, el aparato
observa a un sefior con un
angulo de depresion de 27°.
El sefior avanza hacia el
edificio y en un segundo
momento, la camara lo

observa con un angulo de

depresion de 41°. ¢ Cuantos

metros avanz6 el sefior en
periodo?
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Ejercicios 4
Hora de )
Angulos y

pmcticar Razones trigonométricas

Convierta cada medida de los angulos a radianes.
(@) 120° (b) 210° (c) 15° (d) 180° (e) 90° (f) 300° (g) 315°

Convierta cada medida de los angulos a grados.

13 167 Vd 10 5 3
@ E” (b) 9 () 12 (d) ?” e = Z” (¢)) Z”

En cada uno de los siguientes triangulos, halle los valores de sen a, cos a,
tan a, cos B, sen B ytan

2
CoOsa =—= entonces tan o es

N3




El cuadrilatero ABCD adjunto es un paralelogramo. De acuerdo con los datos
proporcionados, sen o corresponde a

ol 9|0 O|T

Sean ay B las medidas de los &ngulos agudos de un triangulo rectangulo,
entonces se cumple con certeza que

sena = senf
seno = cos B
cosa = tanf

tan o = tan

Si o esla medida de un angulo agudo, y tan o = 1, entonces cos a + sen o
corresponde a

De acuerdo con los datos de la figura, si [JABCD es un rectangulo y

12
sen GZE entonces tan 3 es

A

igual a

PEDIDOS: 88 75 1979 / AUTOR GILBERTO CHAVARRIA ARROYO




Matematica Noveno Nivel Ediciones LebQmbQ

De acuerdo con los datos de la figura, el valor cos a corresponde a

La figura adjunta representa un rombo, entonces sen a. corresponde a

m
n
m
3
n

3
n

m

De acuerdo con los datos de la figura, el valor de sen (90° — o) es
3

2

13

£
3

El valor de cos (20°) es equivalente a
cos (70°)

sen (20°)
tan(70°)
sen(70°)

"




En cada caso, determine los valores faltantes.

(b) (€)
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Con los datos de cada figura, determine lo que se le solicita.
(a) EI JABCD es un rombo. Determine | (b) EI ABCD es un rectangulo.
la longitud aproximada de BD Determine su perimetro.
B

A

D

(c) El DABCD es un paralelogramo. (d) M es el punto medio de BD.
Determine su area Determine el valor aproximado de “x”
B B

40°
D x C

® Det_ermine la medida aproximada

de BC
C,




(g) Determine la altura aproximada en (h) SiBC =15, determine AB
metros del arbol C

4

-
A B

(i) ElI [IMNRS es un rectangulo. ¢Cuél | (j) El [IMRPN es un paralelogramo.
es la medida de NS ? Determine su perimetro

N

R

%6\

M S

(k) EI IMNPR es un rombo, donde (I) Determine el valor de NE
MN = 12. Determine su area N

N

Sea el [ MNPR un rombo. Si mxMNR =70°y MP =18, determine la medida
aproximada de NR.

Sea el [1 ABCD un rombo. Si mx ABC =100°y AC=4, determine su
perimetro.

El largo de un rectangulo forma con la diagonal un angulo de 58°. Si la
diagonal mide 15 cm, ¢cual es aproximadamente la medida del largo de ese
rectangulo?
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Resuelva cada problema

Desde la cuspide de una torre de 11,5m de alto se observa con un angulo
de depresion de 53°, un objeto ubicado en el mismo plano horizontal que
la base de la torre. ¢ A qué distancia aproximada se encuentra el objeto de
la base de la torre?

Fulgencio se encuentra a 24 metros de la base del asta de una bandera, y
tiene una altura visual de 1,5m. Determina que el angulo de elevacion
hasta el punto mas alto del asta es de 48° ¢ Qué altura tiene el asta?

Un guardabosque que se encuentra en una torre a 29 m de altura,
observa con un angulo de depresion de 9° a un animal que esta dormido
A qué distancia se encuentra el animal de la base de la torre?

Desde un bote que estd a 350 m de la base de un faro, se observa la
cima del faro con un angulo de elevaciéon de 36° ¢cudl es la altura
aproximada del faro?

Uno de los edificios mas altos del mundo es la Torre Sears. Esta proyecta
una sombra de 950m, cuando el &ngulo de elevacién de los rayos solares
es 25°, ¢cual es aproximadamente la altura del edificio?

Desde la parte mas alta de un edificio se observan dos puntos Ay B en el
suelo con angulos de depresion de 29° y 55°. Determine la distancia a la
gue se encuentran esos puntos, si la altura del edificio es de 78m

Desde un avién se observa la parte mas alta de un faro con un angulo de
depresion de 39°. La altura a la que se encuentra el avion es de 2100 m y
la altura del faro es de 120m. Determine la distancia entre el avién y la
parte mas alta del faro.

Una rampa tiene una longitud de 3,5m y una altura de 2m. ¢ Cuanto mide
el &ngulo de inclinacion de la rampa?

Una sefiora observa una antena que esta colocada en la azotea de un
edificio. Su estatura visual es de 1,6 m. El angulo de elevacion con la que
ve la parte mas alta del edificio es de 42° y con el que ve la parte superior
de la antena de 55°. Si la mujer se encuentra a 11 m de la base del
edificio, determine la altura de la antena.




Los o0jos deun jugador de
baloncesto estan a 1,72 m del
piso. El jugador intenta encestar y
esta a una distancia de 5m del
centro de la canasta. Para ello,
mira el aro con un &ngulo de
elevacion de 32° ¢A qué altura
esta el aro?

<4 2u 7

Un ingeniero observa con un teodolito la cima de un cerro con un angulo de
elevacion de 38°, luego se acerca 30m y el nuevo angulo de elevacion es de
59°, ¢ Cudl es la altura aproximada del cerro, si el teodolito mide 1,72m?

¢, Cual es aproximadamente la altura de un faro ubicado al nivel del mar, si
desde su cima se observa, con un angulo de depresiéon de 47°, un bote que
esta a 300m de distancia en el mismo plano de la base del faro?

Considere el dibujo.

—
I B . | m
De acuerdo con los datos del dibujo, ¢,cual es la distancia aproximada en

metros del avion a la torre de control?

Al despegar un avién, describe una trayectoria recta que forma un angulo de
15° con la horizontal. ¢Qué distancia en metros aproximadamente, ha volado
el avién al alcanzar una altura de 1800 m?
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En una bodega se coloca
una estructura de 6m de
altura y debe afadirse un
poste encima, de tal modo
gue entre ambos quede 1m
por debajo del nivel del
techo de la bodega. Para
esto un observador a 5m de
distancia, midié un angulo de
elevacion de 72°, entre la
base de la estructura vy el
techo. ¢Cual es la altura del
poste que se debe agregar?

Cuando un globo aerostatico
sube verticalmente, su
angulo de elevacion desde
un punto A, cambia de 21° a
33°. Si A est& ubicado sobre
un terreno horizontal, a
25km de distancia del punto
B (el cual esta debajo del
globo). Determine el
ascenso aproximado del
globo.




Una persona que tiene una medida visual de 1,5m observa en un mismo
plano vertical dos ovnis volando a una misma altura con angulos de elevacion
de 50°y 35°. Si la distancia entre los ovnis es de 90 m ¢A qué altura estan los

ovnis?

Habilidad especifica.

10. Aplicar la ley de senos en diversos contextos.

<, n ley de senos indica que en todo tridngulo la razén entre la longitud de cada

lado y el seno del angulo opuesto a él, es constante.

a b ¢
sena senf send
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1. Una persona observa un avién y un barco desde la cupula de un faro, tal como

muestra la figura. ¢ Cual es la distancia que hay del barco al avion?

2. Segun los datos de la figura, determine el valor de x.

Se debe hallar primero la medida del xBAC .
mxBAC =180° —100° = 80°

Ahora se calcula la medida del £KABC
mxABC =180° — 60° —80 = 40°

Con estos datos, se puede aplicar el teorema

de senos:
X 9

sen(40°) - sen(60°)

9sen(40°)
x=r ") % ~668
sen(60°)



Ejercicios 5

Hora de

practicar

Ley de senos

En cada caso determine el valor que se le solicita.

(a) Determine EF (b)¢,Cudl es la medida aproximada de
BC?

(c) ¢Cuél es el valor aproximado de o ? | (d) ¢ Cual es el valor aproximado de 3?
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(g) Determine la medida de x (h) Determine la medida de x

26dm W

v

(i) Determine el valor de NE (j) MRPN es un paralelogramo. Determine
el valor de NR

N

72\

M 15 N

%y 9

(k) Enel ' MNPQ, MN|| QP y (I) Determine el valor de “y

MP =10. Determine el valor de NP [Sugerencia: Calcule primero el valor de
' mediante Ley de Senos ]

y

407




Para determinar la distancia entre dos puntos A y B, se traza un segmento de
recta desde C hasta A de longitud 30m y se determina que
mxBAC =55° y mx£ACB =50°. ¢, Cual es aproximadamente la distancia entre

AyB?

Tres pueblos A, By C estan unidos por carreteras rectas. La distancia entre Ay
B esde 5km;alospueblos By C los separan 11 km. El &ngulo que forman
las carreteras que unen A con By A con C es de 120°. ¢ Qué distancia hay
entre Ay C?

La torre de Pisa es un campanario ubicado en
Italia, que desde el proceso de construccion
se fue inclinando. Determine el angulo de
inclinacién, segun los datos que se presentan
en la ilustracién. La longitud de la torre AC es
de 55,8m

[El &ngulo de inclinacion es el XDAC, el cual

es complementario con el XCAB]

De acuerdo con los datos de la figura, ¢cual
es la longitud del cable del teleférico?
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Habilidad especifica.

11. ldentificar y calcular la apotema de pirdamides rectas cuya base sea un cuadrado o
un triangulo equilatero.

12. Calcular el area lateral y el area total de una piramide recta de base cuadrada,
rectangular o triangular.

1%. Calcular el area lateral y el area total de un prisma recto de base cuadrada,
rectangular o triangular.

Escenario de aprendizaje

ZNnidos pava veciclar

Dionisio desea reciclar el cartdon de unas cajas de cereal y contabilizar los
metros cuadrados que no iran a parar a un botadero gracias a su iniciativa. Los
resultados los expondrd& en un proyecto

interdisciplinario que incluye el departamento de

Matematica, Ciencias, Educacion Ciudadana e

Inglés.

Las dimensiones de la caja de cereal se presentan
en la ilustracion.

Si logré recolectar 125 cajas en dos semanas,
¢cuantos metros cuadrados logro reciclar? (suponga
qgue no se toman en cuenta las pestafias que unen
las partes de la caja de cereal)




16cm

A=1Ge5

16Cm
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16cm
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16cm
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*  Pdcisma vecto

base
arista basal

cara lateral

<«— arista lateral

altura

vertice

IXHHE

Triangular Cuadrangular Pentagonal Hexagonal Heptagonal

Area lateral: 2 (largo e altura)+2 e (ancho e altura)

Area basal: 2e(largo e ancho)




Area lateral: 4ea®> a:arista
Area basal: 2ea’
Area total: 6ea’

Area lateral: 3e( rista de la base h:altura

Area basal: 2e

a,*h), a,:a
(abf-ﬁJ
4
(23

Aréa del A equilatero = -

1. Se desea calcular la cantidad de azulejo necesario

para enchapar una piscina rectangular, de 2 metros
de profundidad, 10 metros de largo y 7 de ancho.
¢ Cuanto material se necesita?

2. Determine el area total de un prisma triangular regular si la arista basal mide 8cm y

la altura 20cm
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7. Determine el area de un dado de arista 3cm e
™

S
Y -
v -
w
¢ "
|

Escenario de aprendizaje
Ln pitamide de _Yeops

En la planicie de Giza se encuentran tres pirdmides, entre ellas la Unica
maravilla del mundo antiguo que aun existe: la Gran Piramide de Keops,
de base cuadrada.

Originalmente media 147 metros de altura y el lado basal 230 metros.

Para tener una idea de la magnitud de dicha edificacién, supongamos que
vamos a forrar dicha construccion con papel; tanto las caras laterales
como la base. ¢ Cuantos metros cuadrados de papel necesitariamos?

N




vértice

Apotema de la
piramide = altura
del triangulo de

una cara lateral
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apotema

apotema

Note que siempre se forma un triangulo rectangulo, donde los catetos son: la apotema
de la base y la altura de la pirdmide, mientras que la hipotenusa es la apotema de la
pirdmide, la cual es necesaria para determinar el area de cada triangulo.

Apotema de la piramide;
P es |a altura del triangulo de
Altura de la piramide _ ¢slaaltura deftriangulo d
 uUna de las caras laterales
b

Apotema de la base.

[
En el cuadrado se calcula: 5

En el A equilatero se calcula: Y.




1. Determine el area total de una piramide triangular

regular cuya arista basal mide 8cm y la altura de la
pirdmide es de 15cm
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Hora de

practicar

Ejercicios 6

Prismay pirdmide

Determine el area lateral de un prisma de base cuadrada, cuya arista basal mide
8cm y la altura 20cm.

Determine el area basal (las dos tapas) de un prisma cuya base es un triangulo
equilatero de lado 6cm vy la altura mide 10cm.

Calcule el area total de un paralelepipedo cuyas dimensiones de la base son
10cm y 6¢cm y la altura mide 3cm.

Determine el area de la envoltura del chocolate que se ilustra:

Se desea construir una caja sin tapa con un pliego de cartulina cuadrado de
40cm de lado. Para ello, se recorta en cada esquina un cuadrado de 8cm de lado
(en el dibujo aparecen 8cm

de color negro), de 8cm
modo que al doblar

hacia arriba quede la

caja deseada.

(a) Determine el area 8cm

de la base de la caja. Scm

) 40cm
(b) Determine el area lateral de la caja




Se desea pintar las figuras que se adjuntan, las cuales corresponden a piezas de
un cubo soma. ¢ Cuantos cm? se deben pintar si la arista de cada cubo es de
2dm?

(a) (b)

Un joven desea hacer una pecera cuadrangular la cual no tiene tapa superior. La
altura de la pecera debe medir 0,5m vy la arista basal 0,25m. ¢ Cuanto material
necesitara para construirla?

En un prisma cuadrangular de arista basal 14cm y altura 20cm. Calcule el area:
(a) Lateral (b) Basal (c) Total

En un prisma triangular de arista basal 10 cm y altura 7cm. Determine el area:
(a) Lateral (b) Basal (c) Total

En un prisma cuadrangular el area de la base es de 25cm?y la altura de 8cm.
Obtenga el area:
(a) Lateral (b) Basal (c) Total

En un paralelepipedo el ancho mide 4cm, el largo 12cm vy la altura 6cm.
Determine el area: (a) Lateral (b) Basal (c) Total

En un cubo la arista mide 6,5cm. Determine el area:
(a) Lateral (b) Basal (c) Total

Se va a construir un contenedor sin tapa. Cada metro cuadrado de la base tiene
un costo de ¢ 12 000 y las caras laterales un valor de € 8 000 el metro
cuadrado. Si las medidas del ancho, largo y alto son 3,5m, 8m, 3m
respectivamente. ¢ Cudl es el costo total del contenedor?
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La casita de un perro tiene forma de prisma triangular, cuya arista del triangulo
equilatero mide 1my el largo de la casa mide 1,5m. Si el agujero por donde
entra el animalito tiene un area de 0,2 m?, ¢ cudl es el area de casa, incluyendo el
piso y la pared de atras?

Determine la apotema de una piramide cuadrangular, cuya altura mide 10cm y
la arista basal 6cm.

Determine la altura de una pirdmide cuya base es un triangulo equilatero, y la
apotema mide 5¢cm y la arista basal 4 cm.

Determine el area basal de una piramide cuadrangular, cuya apotema mide
10cm y la altura mide 8 cm

Calcule el area total de una piramide cuadrangular cuya altura mide 13dmy la
arista basal 8dm.

La apotema de una piramide, cuya base es un triangulo equilatero, es de 4my
la arista basal de 6m. Determine el area total de la piramide.

Determine el area lateral de una pirdmide cuya base es un triangulo equilatero,
sabiendo que su apotema mide 10cm y la arista basal 7cm




La piramide del Museo del Louvre es una obra formada por cristales, que esta
situada en Paris. Tiene una altura de 20,6 m y una base cuadrada de 35 metros
de lado. Determine el area de cristal de dicha estructura.

En una pirdmide cuadrangular recta, la medida de la apotema es de 10cm y el
lado de la base mide 12cm. Determine el area total de la piramide.

Determine el area lateral de una piramide cuadrangular cuya area de la base es
de 36cm? vy la altura mide 9cm.

Determine el area de la figura, si se sabe que la arista el cubo mide 4cmy la
altura de la piramide 2cm.
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Recorte cada una de las siguientes figuras y construya el cuerpo sélido.
Determine en cada caso el area lateral, el area basal y el &rea total. Escriba los
célculos en su cuaderno.

(a) Prisma de base rectangular: Paralelepipedo
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(b) Prisma triangular
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(c) Piramide cuadrangular o de base cuadrada

—
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Autoevaluacion de lo unidad

(B) /336
(D) 464

(A) 8 (B) 28

(C) 14,96 (D) 20,59

(B) 8 cm

(D) 64 cm




(A)30m (B) 900 m

(C) 230 m (D) 164,01 m

(B) 5,65

(D) 32

(B) 4

(D) 3,16
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(A) 6,35

(C) 10,17

(A) 63,19

(C) 24, 47

(A) 53,13

(C) 0,01

(B) 22, 64

(D) 19,2

(B) 7, 86

(D) 8,37

(B) 36, 66

(D) 38, 65

Ediciones LebQmbQ

23
h
O

|
25m/
MA\L&VJ}.- A

20m




(A) 6,18

(C) 2,62
3,43

(A) 74°

(C) 86°

(A) vértice

(C) arista

(A) prisma triangular

(C) cubo

(A) 20cm?

(C) 30cm?

(A) 49m?

(C) 294m?
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(B) 4°

(D) 16°

(B) altura

(D) base

(B) piramide

(D) paralelepipedo

(B) 150cm?

(D) 100cm?

(B) 168 m?

(D) 196 m?
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(A) 220dm?

(C) 82,5dm?

(A) 50cm?

(C) 10,82cm?

(A) 81dm?

(C) 72dm?

(A) 48dm?

(C) 24dm?

Ediciones LebQmbQ

(B) 27,5dm?

(D) 110 dm?

(B) 150cm?

(D) 21,64cm?

(B) 162dm?

(D) 36dm?

(B) 14dm?

(D) 28dm?

"\



>
<
(o9)

) | A(-2 4) B(5-1)

" 1267 =3
ii) A(3, 5J§) B(4,J§)

5

i)

\:/:
)

=3

2.
N—r

<,
N—r

—r
2
11
5
_
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Medida de la altura | Medida de la apotema
de la piramide de la piramide
e
Piramide
c

m




A) La diagonal mayor de un rombo mide 24 cm y el perimetro es de 60cm. Halle el valor
de la diagonal menor.

. . . 7 :
B) Sea a un angulo agudo de un triangulo rectangulo, donde sena=§. Determine el
valor de tan a
C) Eulalia tiene una estatura visual de 1, 62m y observa un cometa con un angulo de

elevacion de 32°. Si la distancia entre Eulalia y el cometa es de 20m. ¢ A qué altura se
encuentra el cometa?

D) Desde un avidn se observa la parte mas alta de un edificio con un angulo de
depresion de 42°. La altura a la que se encuentra el avién es de 750m y la altura del
edificio es de 120m. Determine la distancia entre el avién y la parte mas alta del
edificio.

E) De acuerdo con los datos de la figura, determine el valor
de AC.

F) Se reciclardn unas cajas de cartdn sin tapa, que tienen forma de paralelepipedo, cuyas
dimensiones son 30 cm de largo, 14 cm de ancho y 20 cm de alto. ¢ Cuantos cm? de
cartdn se lograrian reciclar con 15 cajas?

G) Determine el &rea total de una pirdmide cuadrangular cuya altura mide 10cm vy la arista
basal es de 12 cm
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Habilidades especificas.

1. Establecer diferencias entre variables cuantitativas: discretas y continuas.
2. Clasificar variables cuantitativas en discretas o continuas.

Escenario de aprendizaje

Educacion para todos

Con el fin de ofrecer una beca a los estudiantes que realmente lo necesitan, el
Departamento de Orientacidon de un centro educativo confeccion6 un formulario,
en el cual, entre otros aspectos, se consultaba sobre:

Edad del estudiante.
Cantidad de personas que viven con el estudiante.
Salario bruto del encargado de familia.
Distancia a la que se encuentra la casa respecto al centro
educativo.
e. Vehiculos inscritos en el nucleo familiar.

Con esta informacion clasifiquemos las variables del estudio.

Caracteristica o vaviable

La variable es la particularidad que se quiere estudiar de la unidad o dato estadistico.
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Variable

Cuantitativa
Discreta

Cuantitativa
Continua

Posibles
observaciones




Ejercicios 7

Hora de

practicar

Variables discretas y continuas.

Clasifique las variables cuantitativas en discretas y continuas.

discreta (D) continua (C)
_(a)Namero de habitaciones. | |
“(b)Temperaturaen el Voloan Turriaba | | |
_(c)Cantidad de mariposasenINbio. | |

K il I N

de Matemética

il I N
de velocidad al afo.

Cantldad de paginas de un libro.
—_
__(h)Monto a pagar por recbodeagua. | |
() Materias que recbepordia.  § { |

L e N
del colegio.
il I I
estudiante en el cine por mes.
(I) Cantidad de carros que pasan por
un puente bailey por dia.

(m)Cantidad de veces que asiste un
estudiante al colegio por afio.

(o)Cantidad de extra clases realizados
durante el afo.

(p)Cantidad de veces gue se conecta
en el Facebook un adolescente a la
semana.

(g)Distancia que recorre un estudiante
para llegar a su colegio.

il I I

Cerro Chirrip6

R S I R
Guanacaste
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Habilidades especificas.

Reconocer la importancia de agrupar datos cuantitativos en clases o intervalos.
Resumir un grupo de datos cuantitativos por medio de la elaboracién de un cuadro de
distribuciones de frecuencia absoluta y relativa (o porcentual).

Interpretar la informacion que proporciona un cuadro de distribucién de frecuencias al

resumir un grupo de datos cuantitativos.

Resumir la informacién proporcionada por una distribucion de frecuencias mediante un
histograma o un poligono de frecuencias (absolutas o relativas), e interpretar la
informacién que proporcionan estas representaciones gréaficas.

Utilizar algun software especializado o una hoja de célculo para apoyar la construccion
de las distribuciones de frecuencia y sus representaciones graficas.

Escenario de aprendizaje

Cuidemos nuestra salud

En el Colegio Eudora, se llevé a cabo una feria de la salud, en la que se recalco
la importancia de comer sanamente. Dentro de las actividades, a cada
estudiante se le determiné la masa corporal.

Analicemos los datos obtenidos de la seccién 9 — 5.



-
Tal como se estudid en octavo nivel, si se desea presentar un reporte sobre la

informacién obtenida, podemos utilizar tablas y gréaficos, con el fin de que el andlisis de
los datos sea méas sencillo.

Sin embargo, por la variabilidad de los datos de este ejemplo, y al trabajar con
variables continuas, es necesario agruparlos en clases. De este modo se confecciona
una tabla de distribucién de frecuencias, que permitird confeccionar graficos como
histogramas y poligonos de frecuencia.

q g T
-

Para tabular datos cuantitativos que poseen gran variabilidad, se siguen los siguientes
pasos:

B La cantidad de clases, grupos o

intervalos lo escoge el investigador. Se sugiere que sea aproximadamente Jn,
donde “n” es el nimero de datos.

B Es la diferencia entre el dato mayor y
el dato menor.

B Para calcularlo se
hace el cociente entre el rango y el nimero de intervalos. Se redondea a la

unidad mayor.

B Cada intervalo tiene un
representante llamado marca de clase o punto medio, y corresponde a la
media aritmética (promedio) entre los extremos de este.

B Esto es, el numero de datos que
se ubican en cada clase.

o Para ello se divide la frecuencia
F

a

absoluta por n. F =—2% . Si deseamos usar la frecuencia porcentual
n

multiplicamos la frecuencia relativa por 100. F, =F - 100
Construyamos con los datos del escenario un cuadro de distribucion de frecuencias.

H La cantidad de datos es n = 45. NUmero de clases = 45~ 6,7. Usaremos 6
clases o intervalos.



(9

B Eldato mayor es 80,4 kg y el menor 40,3kg; por lo que el rango o recorrido es
80,4-40,3=40,1

: 40,1 :

B Laamplitud se calcula — ~ 6,6 . Con el redondeo usamos 7 de amplitud.

B Para confeccionar los intervalos, se inicia con el valor menor, que en este caso
es 40, 3. Luego se van sumando 7 unidades. El limite inferior del intervalo
queda cerrado y el superior abierto.

: : 40,3+ 47,3

B Para el punto medio de la primera clase resolvemos: — 5 43,8

B La frecuencia absoluta de la primera clase, sera la cantidad de datos que estan
entre 40, 3 inclusive y 47, 3 excluido.

: : 11
B Para determinar la F, de la primera clase, se resuelve F, = Vi 2 0,24

B Lasuma de las F, debe dar uno (o lo mas aproximado posible)

Tabla 1: Distribucién absoluta y porcentual de la masa corporal en
kilogramos de los estudiantes de la 9 -5 del Colegio Eudora

Clases: Masa Marca o Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
corporal punto medio | Absoluta F. | Relativa F, | Porcentual
[40,3 , 47,3] 43,8 11 0,24 24
[47,3 , 54,3] 50,8 9 0,2 20
[54,3 , 61,3] 57,8 12 0,27 27
[61,3 , 68,3] 64,8 6 0,13 13
[68,3 , 75,3] 71,8 5 0,11 11
[75,3 , 82,3] 78,8 2 0,04 4
Totales 45 1 100

I
-

Con la informacién proporcionada en la Tabla 1, podemos construir un gréafico llamado
histograma.

El histograma es una representacion grafica de una variable mediante barras, donde la
altura de cada barra es proporcional a la frecuencia de los valores representados. En

el eje x se ubican las clases y en el eje “y” las frecuencias respectivas.
Las barras deben tener el mismo ancho y sin espacio entre ellas.

La informacién anterior queda representada asi:



Grafico 1: Masa corporal en kilogramos de los estudiantes de
la 9 -5 del Colegio Eudora

68,3 75,3 82,3

Masa corporal

PIoligono de frecuencin

Grafico 2: Masa corporal en kilogramos de los estudiantes de
la 9 -5 del Colegio Eudora

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

71,8 78,8
Masa corporal
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Grafico 3: Masa corporal en kilogramos de los estudiantes de
la9 -5 del Colegio Eudora

Masa corporal

Construccion en Cxcel.



J:-HN =

Limite inferior Limite superior Marca

[ = ]

4 9 6,5
14 11,5
19 16,5
24 21,5
29 26,5

Funciones para andlisis

Andlisis de varianza de un factor
Andlisis de varianza de dos factores con varias muestras por grupo
Andlisis de varianza de dos factores con una sola muestra por grupo
Coefidiente de correlacion
Covarianza
Estadistica descriptiva
Suavizacion exponencial
| Prueba F para varianzas de dos muestras
Andlisis de Fourier
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Ejercicios 8

Hora de

Distribuciones de frecuencia y sus

pmcticar representaciones graficas.

En la tabla adjunta se muestran las edades de los conductores con licencia
de un distrito de San José. De acuerdo con los datos del cuadro, indique si la
afirmacion es verdadera o falsa.

Edad “x” de los | Frecuencia
conductores | absoluta
18=x<28 200

28 =x < 38 305
38<x<48 406

48 <x < 58 200

58 =x <68 200

68 <x<78 46

T8 <x <88 5

(a) 251 conductores del distrito de San José tienen una edad de 58 afios 0
mas. ( )

(b) No existe ningan conductor con 88 afios. ( )

(c) 505 conductores del distrito de San José tienen una edad menor a 38
afos. ()

(c) 46 conductores del distrito de San José tienen una edad de 68 afios. ( )

(e) La amplitud de las clases es de 10. ( )

(f) La muestra del estudio fue de 1 362 personas. ( )

En el cuadro adjunto se muestra la distribucién — -

: . ) Edad en arios | Numero de
del nimero de partos de un hospital segun la cumplidos partos
edad de las pacientes durante un mes. [15.24] 3

[24.33 35
[33.42] 9
(a) ¢Cuantas pacientes, con menos de 33 [42.51] 2
afos, dieron a luz en ese hospital?
(b) ¢Cuantas pacientes dieron a luz teniendo al menos 33 afios de edad en

ese hospital?
(c) ¢Cuantas clases hay en la tabla?

De acuerdo con los datos del cuadro, conteste.
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La tabla adjunta, presenta las calificaciones  jlificaciones | Frecuencia Absoluta
en matematica de los estudiantes de un grupo [40,50] 3

de noveno nivel. De acuerdo con los datos del 50,60
cuadro, indique si la afirmacion es verdadera [60,70[
o falsa. [70,80]

80, 90
3 estudiantes tienen una nota mayor a 60 ( ) [Em 100[[
El 25% de los estudiantes tienen una nota i
entre 70y 80. ( )
3 estudiantes tienen una nota de 50. ( )
6 estudiantes tienen una nota menor a 60. ( )
Aproximadamente el 5,2% de los estudiantes tienen notas entre 50 y 60. ( )
El grupo en estudio esta formado por 57 estudiantes ( )

En una encuesta, se indag6é sobre los gastos mensuales de las familias
costarricenses. La informacion se detalla a continuacion. Las cantidades estan
en miles de colones (asi, por ejemplo, 150 significa 150 000 colones)

125 205 302 325 158 210 352 350 152

205 305 200 300 258 190 215 169 425

225 100 a5 168 259 305 458 250 132

75 102 105 352 196 205 245 236

Use 6 intervalos y construya una tabla de datos agrupados (distribuciéon de

frecuencias). Deben aparecer las clases, marca de la clase, la frecuencia

absoluta y porcentajes. Masa corporal de 40 estudiantes participantes
en un seminario ambiental de la

A continuacion se proporciona Universidad Nacional. 2009

una tabla de datos agrupados, [wiasa Frecuencia [ Porcentaje

complete correctamente cada | corporal Absoluta

uno de !os CUATRO espau?s [40,47] 12

gque estan en blanco, segun

corresponda.

[47,54] 5
[54,61]
[6168]

[75,82]




Con los datos proporcionados en la tabla de la pregunta 4, construya un
histograma y un poligono de frecuencias.

Considere el histograma y poligono de frecuencias.

Grafico 1

Horas que usan Facebook estudiantes de noveno
2013

Estudiantes

35
30 A
25
20
15
10

[6.9( [9.12] [1215]

Horas
De acuerdo con la informacion proporcionada, complete:

(a) Elnmero de estudiantes entrevistados es el siguiente

(b) Elnimero de estudiantes que usa el Facebook menos de 12 horas es el
siguiente

(c) El porcentaje de estudiantes que usan menos de 3 horas el Facebook es
el siguiente

(cl) La amplitud utilizada para confeccionar el grafico es la siguiente

(e) Construya una tabla de distribucion de frecuencias con la informacién
proporcionada.

En el Dia de la Salud, en un centro educativo de Limén hicieron diversas
actividades y competencias deportivas, entre ellas una prueba de velocidad.
Participaron 42 estudiantes.

Los tiempos obtenidos, en segundos, se dan a continuacion.

10,2 8.1 12,7 8,7 19,3

1 1

9,1 16 16,3 9,8

14,9

15

11,8

12,3

Con la informacion dada, construya una tabla de distribuciéon de frecuencias,
un histograma y un poligono de frecuencias.
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A continuacion se presenta la cantidad de metros cubicos que consumen las
familias de un barrio de Alajuela por mes.

oo

Con la informacién dada, construya una tabla de distribucion de frecuencias,
un histograma y un poligono de frecuencias.

Durante el mes de marzo, las temperaturas en grados Celsius registradas en
el canton de Pacallitas fueron de: 30, 25, 23, 31,28, 32, 32, 26, 27, 24, 23, 22,
29, 30, 21, 19, 24, 29, 31, 33, 32, 30, 27, 26, 28, 31, 20, 24, 25, 21.

Con la informacion dada, construya una tabla de distribucion de frecuencias,
un histograma y un poligono de frecuencias.
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Habilidades especificas.

Identificar la importancia del azar en los procesos de muestreo estadistico.

Escenario de aprendizaje

JIroyecto para enseiiar mandavin.

En un colegio de Cartago se desea iniciar un
plan piloto para impartir mandarin en décimo
nivel. Pero para diagnosticar la factibilidad y
respuesta de los estudiantes, se desea
empezar con una parte de la poblacién, que
sea representativa.

Entre todas las secciones de décimo hay 325
estudiantes y requieren 25 para iniciar.

Analice de qué forma se puede escoger a esos 25 alumnos.



efinicion

YNuestras aleatorias

Es una manera de seleccionar una muestra, en la que los elementos de la poblaciéon
se eligen de forma aleatoria, donde se usan mecanismos de azar que garantizan que
todos los individuos de la poblacion tengan la misma probabilidad de ser elegidos en
la muestra y que los miembros de esta, se elijan de forma independiente.
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SUMA < Jx =ALEATORIO.ENTRE(1;325)
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Ejercicios 9

Hora de

practicar

Muestreo aleatorio.

Indiqgue en cuales situaciones se estad seleccionando una muestra al azar
representativa (muestreo aleatorio)

En un colegio que tiene 1342, se desea conocer cual deporte se puede
incorporar en las clases de Educacion Fisica, segun las preferencias de los
estudiantes. Para ello se escoge a 5 estudiantes de cada seccion de sétimo y
undécimo nivel.

En un residencial con 210 personas, estan analizando el grado de satisfaccion de
sus residentes. Para tal fin, van a entrevistar a 21 personas, las cuales se
escogen de la siguiente manera: Se enumeran las personas del 1 al 210. Luego
se divide el numero de la poblacion por la muestra (210 +21 = 10). Se saca al
azar un valor entre 1 y 10. Si sale por ejemplo el 7, se escoge a esa persona y
luego se elige al residente asociado con el 17, 27, 37...hasta completar la
muestra.

Se requiere conocer la opiniébn de los contribuyentes respecto al precio de la
revision técnica vehicular, para lo cual se busca en el registro de propiedad a 500
personas que tengan un carro con un modelo mayor a 2011.

El duefio de una fabrica artesanal hace un estudio para diagnosticar la calidad de
cierto producto. Para tal fin, examina los primeros 5 articulos que se fabrican
cada dia.

Una operadora telefénica hace una encuesta para medir la satisfaccion de sus
usuarios. Para ello, escoge al azar 10 de cada 100 clientes que pagan una tarifa

superior a 15 000 colones.

Con ayuda de Excel, obtenga una muestra representativa de 12 estudiantes de
Su seccion.

Comente por qué es importante una muestra aleatoria.

Indique algun tema que le gustaria investigar en el colegio y explique de qué
manera obtendria una muestra representativa.
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Habilidades especificas.

Identificar eventos para los cuales su probabilidad no puede ser determinada empleando
el concepto cléasico.

Utilizar el concepto de frecuencia relativa como una aproximacion al concepto de
Probabilidad, en eventos en los cuales el espacio muestral es infinito o indeterminado.
Identificar que las propiedades de las probabilidades que estan vinculadas con evento
seguro, probable e imposible también son validas para la definicion frecuencial.
Identificar que, para un evento particular, su frecuencia relativa de ocurrencia se
aproxima hacia la probabilidad clasica conforme el nimero de observaciones aumenta.

Resolver problemas vinculados con fenémenos aleatorios dentro del contexto
estudiantil.

Escenario de aprendizaje

Escudo o corona

Para saber quién inicia un juego, Belarmino y
Florinda lanzan una moneda al aire. Ella dice que
saldra corona. Y en efecto sale corona. Belarmino
no esta convencido y pide volver a lanzar la
moneda. Lanza 4 veces la moneda, y 4 veces cae
corona.

Supone que Florinda hace trampa, puesto que la
probabilidad de que salga escudo debe ser de 1/2
y e€s0 no se ve reflejado en el experimento.

Analicemos la hipotesis de Belarmino. Para ello en
parejas, lancen una moneda al aire unas 100 veces y vaya documentando el
resultado.

¢, Qué porcentaje de veces cayo escudo?




efinicion

ey de los grandes ndamevros

Esta ley indica que la probabilidad de un suceso, es la constante a la que se aproxima
la frecuencia relativa, cuando el experimento se repite muchisimas veces.
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Escudo 1
Corona 2

=D2/500

8] E

Observaciones Frec relativa

233
232

| 0,466 |
0,464

Ediciones LebQmbQ

I
Lanzamientos
=ALEATORIO.ENTRE(1;2)
2

=COMTAR.SI{B2:B501;1)

D
Observaciones
233
232

=COMNTAR.SI{




Recuerde que la probabilidad clasica o laplaciana es la relacion entre el nimero de

puntos muestrales a favor de un evento, entre el total de puntos muestrales.

Recuerde

£ventos Los eventos son agrupaciones de puntos muestrales en un espacio
muestral. Son subconjuntos del espacio muestral.

£vento simple Contiene un Unico punto muestral.

£vento compuesto Es aquel que tiene mas de un punto muestral.

£ventos sequros Se dan en aquellos casos en los que la ocurrencia esta
garantizada. Coinciden con el espacio muestral.
Lventos imposibles Son eventos imposibles aquellos que nunca pueden

ocurrir. Se denota con el simbolo de conjunto vacio: @.
FIvobabilidad Posibilidad que existe entre varias posibilidades, de que un hecho

o condicién se produzca. Se simboliza con la letra P. Su valor estd entre 0 y 1 y puede
expresarse en forma de fracciobn o nimero decimal.
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efinicion
Frecuencia velativa de una probabilidad
Se define como la frecuencia de un evento, al cociente que resulta de dividir el nUmero

de veces que sucedio el evento entre el nUmero total de veces que se repitié el
experimento, bajo el supuesto de que en cada repeticion del experimento, el evento A
tiene la misma oportunidad de ocurrir.




1)  Analice la siguiente tabla y conteste lo que se solicita.

Con electricidad 104 300 83037 | 107 699 125676 | 109 871

Con teléfono 35724 | 36229 | 33492 | 40266 | 35222
residencial

Con teléfono celular 98 655 77773 | 1019

Con teléfono
residencial y sin 3534 3854 | 3063
teléfono celular

]
o
N
N

=
N
o
[¢)]
a1
o

Con teléfono celular
y sin teléfono 66 465 45 398 71 497 83044 | 74939
residencial

Con teléfono
residencial y con 32190 32375 30 429
teléfono celular

Con fax 1341 1664 589
Con computadora 37718 31294 41 684 45105 | 42 266

Con servicio de
45 313 56977 | 57716

internet en la 41 451
Con televisor a color 99 853 81410 | 104 287 122 086 | 103 809

vivienda
Con television 64713 | 51581 | 53367 | 61816 | 61172
pagada

Con radio 60 573 50 269 70 680 75 428 55 711

probabilidad de que una familia que vive en la regién Chorotega tenga fax.
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b) La probabilidad de que una familia que posee computadora, viva en la regién
Central.

c) ¢Cuantas veces mas probable es que una familia de la region Central tenga
electricidad, en comparacion con una familia de la regiéon Brunca?

d) Analice en clase, otras probabilidades que se pueden estimar con la informacion
de la tabla.

e) La cobertura eléctrica en nuestro pais es un gran logro. Analice esta afirmacion y
compdrela con los datos proporcionados.

Ejercicios 10

Hora de

Probabilidad frecuencial.

practicar

En una caja hay cuadro pelotas: roja, amarilla, azul y negra. Unos nifios juegan a
sacar una pelota al azar y analizar si alguna tiene mayor probabilidad de salir.
Los resultados se resumen en la tabla.

Segun la informacién, resuelva lo que se le solicita.



(a)Construya una tabla que resuma las probabilidades de que salga cada color,
segun el numero de lanzamientos

(b)Construya un gréfico lineal con los datos obtenidos en la tabla de la pregunta (a)

(c)Segun la Ley de los grandes nameros, y la informacion obtenida en el punto (a),
¢,Cudl es la probabilidad de que salga una pelota negra?

(c/)De acuerdo con la informacion, indique un evento seguro y uno imposible.

Para cada una de las siguientes preguntas, se adjunta una tabla. Analicelay
conteste lo que se le solicita

Tabla 3. Distribucion de personas con fuerza de trabajo,
segun su condicion laboral. 2003- 2009. Costa Rica

(a) ¢Cuélfue la
probabilidad de
estar desempleado

en el 2008?

(b)¢ Cual fue la
probabilidad de
tener empleo en el
2007?

(c)¢En cual afio hubo
mas probabilidad de
tener empleo, en el
2003 0 20057
Justifique.

(cl) Determine la probabilidad de estar desempleado seguln cada afio, y construya

un gréfico lineal.

Ano

Conempleo

Desempleados

Total

2003

1640 387

117 191

1757 578

2004

1653 879

114 880

1768 759

2005

1776 903

126 165

1903 068

2008

1829 928

116 027

1945955

2007

1925 652

92792

2018 444

2008

1957708

101 805

2059613

2009

1955507

165 844

2121 451

Fuente: Adaptado del INEC. Encuesta de Hogares de Propositos MUltiples.

Tabla 4. Distribucion de cantidad de viviendas, segun ubicacion rural o
urbana. 2005-2009. Costa Rica

2005

2006

2007

2008

2009

Urbano

666 126

695 609

710272

731175

749198

Rural

448 084

460 317

471836

491 954

507 503

Total

1114 210

1155926

1182108

1223129

1256 701

Fuente: Adaptado de Encuesta de Hogares de Propdsitos Mdltiples
Instituto Nacional de Estadistica y Censos

Si se escogiera al azar una vivienda para un estudio determinado, calcule:

(a) ¢Cual hubiera sido la probabilidad de que en el 2008, la casa se ubicara en
una zona rural?

(b) ¢En cual afio se dio la mayor probabilidad de que una vivienda se ubicara en
la zona urbana?
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(a) ¢Cualfue la probabilidad que del total de incapacidades, una correspondiera

(b)

Ediciones LebQmbQ

al personal de odontologia?

¢,Cuantas veces mas
probable, fue que una
incapacidad de los
trabajadores de la
CCSS correspondiera
a auxiliares de
enfermeria, en
comparacioén con los
de radiodiagnéstico?
¢A qué se puede
deber esto?

Tabla § %gxgaddades de trabajadores de la CCSS

Descripcién

Total de
incapacidades

Auxiliares de enfermeria

14860

Personal de hospitalizacion

7388

Personal de consulta externa

7092

Servicios domésticos

5821

Direccion y administracion

5342

Enfermeras graduadas

5061

4961
3412
2932
2787
1776
1760
1504

Dietética

Farmacia

Laboratorio clinico

Médicos de consulta externa
Servicios generales
Lavanderia y costureria
Servicios de mantenimiento
Odontologia 1407
Médicos de hospitalizacion 1101
Radiodiagnéstico 751
Otros 10959
Total 78914

¢, Cuél fue la
probabilidad que, del
total de incapacidades,
una correspondiera al
personal de farmacia?

¢, Cuél fue la
probabilidad que, del
total de incapacidades,
una correspondiera al
personal de laboratorio
clinico?

Fuente: Adaotado de Sistema de incapacidades
Direccion Corporativa de Recursos Humanos. 2000
CCSS. CostaRica

Tabla 6. Casos de dengue por region.
2012-2013. Costa Rica

2012

225
220

2013
2128
1498
1483
1407

(a) ¢Cudl fue la probabilidad de que
en el 2012 una persona infectada por
Dengue viviera en la Region Central?

() ¢ Cuantas veces fue mas probable
gue se diera un caso de Dengue en el
Pacifico Central en el 2013 con respecto
al 20127

Region
Pacifica Central
Chorotega
Central Morte 243
Huetar Atlantica 1385
Central Sur 83 o203
Brunca 46 1050 (c) ¢Cuantas veces fue mas probable
Central Este 13 128 gue un caso de Dengue se registrara en
Occidente 3 11 la  Region  Huetar Atlantico en

Huetar Norte 29 79 comparacion con una de la Region
?
Total 8287 Huetar Norte en el 20137




(a) En 1999, del total de
homicidios contra mujeres, ¢ cual
fue la probabilidad de que el -
movil se relacionara con Causa Numero de
problemas pasionales? decesos
Violencia Familiar
(0) En 1999, ¢cual fue la Problemas pasionales
probabilidad de que una Robo

mujer fuera asesinada por :
violencia familiar? Rencillas FIEFSDFIEJES

Rifias
(c) En 1999, (cualfue la Otros
pro_babilidad de que una Total
mujer fuera ases,l_nada 2ol Fuente: Adaptado de anuario de estadistica
tener cargos politicos? del OlJ 1999
¢,Como se llama a este :
evento?

Tabla 7. Costa Rica: Homicidios de
mujeres, segun movil. 1999

(d) Comente con sus comparieros sobre este grave problema que aqueja a
nuestro pais y qué soluciones se pueden buscar para revertir estas
estadisticas.

Tabla 8.Costa Rica: Muertes violentas

tendid laC Roia. 2009 (@) En el 2009, ¢ cual
e e e fue la probabilidad que entre las

muertes violentas, la Cruz Roja
Agresion con arma 275 Costarricense atendiera una por

Accidentes acuaticos 101 atropello?

Incidente Cantidad

Atmpell.u _ 122 () En el 2009, de
Urgencia traumatica 138 todas las muertes violentas
Colisién 143 atendidas por la Cruz Roja,
Vuelco 67 ¢cual fue la probabilidad de que
Caidas 43 se diera por una agresion con

— arma?

Intoxicacion 18 (c)  Mencione un
Electricidad/Quemaduras 16 evento imposible

Emergencia aérea 2

Otros 62 (d) Comente con sus
Total 987 comparfieros la informacion

- contenida en esta tabla.
Fuente:Prensa y comunicacionde la Cruz Roja
Costarricense
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Habilidad especifica.

1. Factorizar y simplificar expresiones algebraicas.

Escenario de aprendizaje

Atmar y desarmar
En un trabajo que realiza Engracia, determina que
el area de un rectangulo esta dada por el polinomio
2x* +4x. Sin embargo, no recuerda cudles eran

las dimensiones del largo y ancho de ese
cuadrilatero.

¢, Como se pueden expresar algebraicamente esas
dimensiones?

X X 1 1 1 1
x. .x x|:| x|:| x|:| x|:|
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efinicion
Factorizacion

Factorizar un polinomio P consiste en expresarlo como el producto de dos o0 més

polinomios de grado menor o igual que el grado de P.




>

i o e 7 I e
* o Factorizacion por factor comdn

(a) 6x°y ‘'z -18x°%y*
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5k’m® N 3m*k
49 343

(b) %hf’kmg -

.-".‘\-\.

Lo SFactorizacion por factor comin con paréntesis

() 4x’(@+2)-y@+2)+ (a+2)

(b) (b-3)-5(a+4)(b-3)



")

(e) 4(m +n)—2n(m+n)—(m+n)?

(d) a(@—b)+4(b-a)—(-b +a)

R

L SFactorizacion mediante formulas notables
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Factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto

Analisis geomeétrico

Considere un cuadrado de area x*+2x +1.
¢, Qué expresion algebraica representa la medida del lado de ese cuadrado?

Se procede de modo similar al escenario de aprendizaje, considerando un cuadrado
de lado “x”, dos rectangulos de lados “x” y “1” y un cuadrado de lado “1”, de modo que

la suma de las areas de esas 4 figuras geométricas sea de x° +2x+1

X 1 1

1
[ K

(n) -12m+9m®+4



(e)  (X+1%-4(x+1)+4

Factorizacion por difevencia de cuadvados

Analisis geométrico

Considere un cuadrado de area x” al que se le resta un area de y? .

y X—y
| W y y y  x
x X+y

(x+y)x—y)
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n)  16x> —25y2

‘

(e) 100-(x-5)

(d)  (a—2b)?—(2a+5b)?



-

¥ Factorizacion por agrupamiento

Gvrupos y factor coman

(6) xP—x2+2x-2

(b)  3hn%k —8a+ 2k —12ahn?
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(e) 2m? —10hm — 7m + 35h

Grupos y difevencia de cuadrados

(a)  x?2+9-m*+6x

(b) 8ab+25-16a%-Db’



Y

.-""‘\

L SFactorizacion por inspeccion

(n) x2+9x+14
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(b) x*+x-20

(e) -x>+7x-6

(d) 6x2-7x-3



-

(e) 13m+5m?-6

.-"."'H.

Lo Factorizacion por combinacion de métodos

(n) 3ax?-12ax-63a

(b) x%a-4a—x%b+4b
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Habilidad especifica.
2. Expresar x° + px+4q como (x+h) +k

Escenavio de aprendizaje

icA completar!

Tal como se ha desarrollado en el tema de factorizacion de polinomios, diversos
procesos algebraicos tienen una explicacién geométrica.

Uno de esos procesos, se conoce como completar de cuadrados.

Por ejemplo, consideremos el polinomio x* + 6x + 8, y tratemos de formar un
cuadrado.

11 EEEE
1goQ

Puede ayudarse con las piezas que hay al final del libro.

Se logra concluir que X* +6X +8=(x + 3)2 -1



efinicion
Completar cuadrados

Completar cuadrados es el proceso por el cual un trinomio de la forma x* + px +q se

expresa como (X + h)2 +k

(n) x2-14x+10
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(b) m?+3m+2

(e) 6x> +4X+5



Ejercicios 11

Hora de

practicar

Factorizacion

Halle la factorizacion completa de los siguientes polinomios mediante factor
comun.

(2) 10x + 5y (k) z_f‘%

(b) by? -y () =7y®h"+343n"y* - 49y**x*

(c) 24m° —18m? (m) 4x"?-2x"

(d) 2a—6b+4c (n) 3d(g +h)-4m(g +h)

(e) 3y? -3y +xy (0) m(y —a)+f(-a+y)

(f) 4d® - 2d? +2d (0) a(@x-2)-7x(2-3x)

o 3x_9x® (1) 2xy(5—X)+4(x —5) - x(5 - X)
> a4 (r) m@+u)+3n(-u-1)—(u+2)

(h) 30\,\/9232—42w“z4 +54w8z° (s) 2(a?-3b)-y(-3b+a?)

(i) —;5—k;< o (1) 3(h-k)+5x(k —h)(p-9)

() _ (1) (a+b)(m+h)—3(m+h)?

8 3
(V) 2(p-w)* +p(p-w)

Halle la factorizacion completa de los siguientes polinomios mediante diferencia
de cuadrados.
(a) 9x® -16 (i) 18a° _84
s 1 25
Xy (i) X" -1
(c) 121k** —900c? (k) 4d*—(d +f)°
(d) 0,0001x* - n? (1) (x+2)° —9x2
(e) 1-256m?®
() 144x* —y®
(g) 0,25 -h"
49 36 ,

h) —_22 :
(h) 100 81d (p)(y-3) -y

(m) (a-b)*-b?
(n) (2x-17°-(y +2)°
(0) 2(x-1)°-8
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Halle la factorizacién completa de los siguientes polinomios mediante inspeccion.
(a) a®+2a+1
(b) b* -2b+1

n) —9a°® —96ab —

(n) 9a’ — 96ab — 256b”

c)n® +4n+
2+ 4 4

i () 6X*+7x+2
(d)=n"—4n-4 (0) a% -22a+121
(e) y*-12y +36 (p) 3y —18+y?
1) Lisx+25% () 4x*+100 +40x
4 (r) 10x* - 3x +8x°
(s) 7x+10+x?
(1) 25+9x% —30x

(u) 20m*+12m+1
2 2

40Xy—16X —25y (V) 3—5h+2h2

4 +121x* — 44x (W) 6k?+5k —21

(0) 12x —4x* -9
(h) 12x? — 36X + 27
(1) 4b*-12b+9

(J
(k

(1) x* +8xy +16y?

)
)

Halle la factorizacion completa de los siguientes polinomios mediante
agrupacion.

(a) 3m?—6mn+4m-8n (1) 4m*> +4m+1-n?

(b) x-2x-1+2x* (k) 9w? +n%-9-6wn

(c) 3a—9ab® —b+3b® (1) z2 —x* +10xy — 25y°
(d) 4a—4h—ah +h? (m) 2m —-1-m? +k?

(e) a® +ab +ay + by (n) 16 —49x* +8y +y?

() 3x*w? —4y +3x* — 4w’y (0) —4b* —20b +100a? — 25
(0) 5+m? +5h’m? + 25h? (p) x’y? —6xy +9-y?

(h) 6bc —2c —12bd + 4d (q) 64-16a+a*-b?

(1) wy +2w -y -2 (r) 2mn—-n?+y?-m?
Halle la factorizacién completa de los siguientes polinomios.

2 6 o 7
(2) 5x“ym® —25x°m*” +125xym () 8x%z — 24x7% +187°
12Im’  11m®™
(b)

— = (h) 20a - 4a* - 25
Xy X : 2 2
(1) 9(x+2y) -(x-y)
3 -n)-5 - -
(c) 3a(m-n)-5x(m—-n)+(n—m) ex 36k’ 1

(d) (4a-7)(x+y)=2x(x +y) +(x+y)* (]) = "= o

3
(e) 33"‘ —2m (1K) X5 — 40x3 +144x
(1‘)22"7 (1) 2y? +10yx — 48y




Exprese cada trinomio de la forma a(x + h)2 +k . [Método de completar

cuadrados]

(a) x> -2x+4
2

b) X2 —=x+—

(b) : :

(© b2-2-5
2 16

(d) az+10a—571

Ejercicios de seleccion unica.

(e) y?>+18+8y
(f) —x?+3x-2
(0) 2x® +6x +1
(h) 3x* —x+9
(i) 5a* +10a -2
(]) —4x* +12x+5

i) Al factorizar % +4x* —10x uno de los factores corresponde a

5
(A) 2x —>

5
C) 2x+—
©) >

(B) 4x+5

5

(D) X—Z

Al factorizar 25 + 3x(3x + 10) uno de los factores es

(A) 3x -5
(C) 3x+10

(B) x-25
(D) 3x+5

Al factorizar 2x(x —2)+ (4 - xz) uno de los factores corresponde a

(A) 4+x
©C x-14

Al factorizar  5x® —50x* +125x°

(A) 5x*
(C) 25x%°

B)x — 2
(D) 16 - x

uno de los factores es
(B) 5x — 1
(D) 1 + 5x

Al factorizar 8x® —3+12x —2x? uno de los factores es

(A) 4x+1
(C) x+3

(B)2x — 1
(D) 2x* +3

Al factorizar 80x° —45x* uno de los factores corresponde a

(A) 20x° -3
(C) 5x*
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Al factorizar % —~169x° uno de los factores es

5 5
A) =+13x? B) = -13x°
K = ®) -

5 5
C) =-13x? D) = +13x
©) - ( )7

Al factorizar 16 —m*® uno de los factores corresponde a
A) 2+m* (B) 4-m*
(C) 2+m? (D) 1- m?

La factorizacién completa de (x +3)2 —(y - 2)2 corresponde a
(A) (x+y+1)(x-y+1) (B) (x—y+5)(x+y+1)
©) (x+y+1)(x+y+1) (D) (x-y+5)(x+y-1)

Al factorizar 1—(x — 3)2 uno de los factores es
(A) 4 —x (B) x+2
C)-2 -x (D) x+4

Al factorizar  7x(x-y)—(2x+1)(x-y) uno de los factores es
A) x+y (B) 5x -1
C)2x+1 (D) 7x

Alfactorizar 2a(a—b) +(b-a) uno de los factores es
(A) 2a+1 (B)a+b
(C)2a*>-b (D) 2a-1

. 20x°
Al factorizar 57)(— Ox uno de los factores corresponde a

343

7 2X
(A) gx (B) 1—7

(C) 1+2x (D) 1-2x
Al factorizar 10x® —40x°> uno de los factores es

A —x° (B) —8x?
(©) 1+2x (D) (1+2x)?




En la factorizacion completa de (2x + 1)2 —-6(2x+1)+9 uno de los factores

es
(A) x+1 (B) 2x-1
€ x-1 (D) 2x +1

Un factor del polinomio 8?)((3x -2)-(3x-2)% es

(A) %X—Z (B) 3x+2

8 7
©) EX—l (D) Z_EX

Al factorizar (2a- 5)2 —(3b+ 6)2 uno de los factores corresponde a
(A) 2a+3b-1 (B) 2a-3b-11
(C©) 2a-3b+1 (D) 2a-5

Al factorizar m?(a—b)+(b—a), uno de los factores corresponde a

(A) m+1 (B) m*+1
(C) a+b (D) m?+1

. 50
Al factorizar o1 2a'” , uno de los factores corresponde a

i_am (B) £+a50
11 11

5 10 5—8.50
C) —-a D
© i (D) N

(A)

Al factorizar —18xy + 2x°y uno de los factores es
A (x-3) ®) (x+3)’
© x+3 (D) 9—x

2
X
Uno de los factores de 3x° 5 X corresponde a

(A) 2x-1 (B) 3x+2
(C) -3x-2 (D) 3x-2

En la factorizacibn completa de X2+x-2 , uno de los factores
corresponde a
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(A) x B) x -1
C)x+1 (D) x-2

En la factorizacion completa de x* —2x* —y* + 2y?, uno de los factores
corresponde a

(A) (x +y)’ (B) (x -y)’

(C) x> +y* -2 (D) x*—y?+2

Habilidad especifica.

3. Efectuar operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias

Escenario de aprendizaje
Simplifiquemos

Para simplificar la fraccion 5070(? , hay caminos rapidos para dar la respuesta.

Por ejemplo, esta fraccion se puede simplificar de manera mas facil si
factorizamos tanto el 50 700 como el 1 300, asi:

169 -3 - 100

13- 100
Con lo cual, al simplificar se obtiene

126.3.m

A2 0 2R _13.3=39
- 0 |

<COmo usar este razonamiento para simplificar



-

i

F. ODultiplicacion y division de expresiones algebraicas vacionales

Operacion En aritmética Proceso En algebra

2 2 _
() 36x +60X+25.a 11a+30

a’-25 36x%-25
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2

(b) 4m 8m

m2-81 m2-9m

.f‘\.

o Suma y resta de expresiones algebraicas vacionales

Operacion En aritmética Proceso En algebra



4dm-3 7m-9
(a) =
5-2m 5-2m
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Hora de

practicar

Ejercicios 12

Simplificacién

Simplifique al m&ximo cada expresion.

@ F—r
6d” +7d -10
6d% +13d —-15
a® -5a-24
a’-64
5xg —10xg”
1-4g°

2X + Xm —2m —m?
x3 — xm?

3a’ +5a-2
15ax —5x

X%y +10xy + 25y

Xy + 5y

16— (x +1)°
15-2x —x?
X—-7

49 — x?

x? +2xy —3y?
X% +6Xy +9y?

(f)

Q)

(h)

(i)

(1)




Resuelva las siguientes operaciones y simplifique al maximo.

5a’+25 a’-4
a’-4a+4 a’+5
x?—4 7x?
2X+x2  TX? —14x
m? + 4mn + 4n? m

m? —m i
2a-b . 3
3b-6a 4a’-b?
x> 10

e .
() 5 x*-x3

(@)

2

m? — 4n?

x*—5x x?-12x+35
5x+35  x2-49
a’-16b* a-4b’
b-5a b’ -5ab

(f)

9)

() y? XY
y+1
3a’-—a+3ab-b a’+2ab+b?
15a’-5a  a’+ab
10x* +49x +18
4x* - 81

(i)

. 30xy +12y
" 24y?x —108y2

(1)

El &rea de un rectangulo esta dada por 12x* +2x —2 y su ancho por 3x —1.
Determine la expresion algebraica que representa el largo de ese rectangulo.

Resuelva las siguientes operaciones y simplifique al maximo.

3m+1_ m
m-2 m-2
2a—-4 5 7a-2
a+5b*> a+5b?
2x+1_x—2
X X+1
3 2-3x
X+5 x°-25
2a-1 5 3
a’-3a a-3
4 -3
_
5x-1 x+1
2-X X
I T
X“—-2x-15 x-5
2m -1 4m
+ 2
m+3 m° -9
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. -5b a
(i) —+
a-b a+2b
2x+3_5mx—1
mx +m X+1
0 5x +2 5 3

x?-2x-3 x-3

a+b 3a 5b

) = ——r—or
3a° +7ab+2b 2a+4b 12a+4b

X+2 N 3x+1
4x? —-20x+25 4x?-25

2

y+1+ 7 +y_
6x°y  18xy°® 3x°

4—x 2X
—+—
4x%y —12xy —x*>+5x-6

m-3 5 2m+7
25m? -10m+1 5m?+1Im+2

(k)

(n)

(R)

(0)

(p)
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Habilidad especifica.

4. Efectuar division de polinomios.

Escenario de aprendizaje
cCudl es su largo?
Un rectangulo tiene de area 6m* +4m® +2m’ y de ancho 2m?

¢, Cual expresion representa la medida de su largo?

l-. "
'.. )
1 m m m’ m? m?

3m’4+2m+1




Qivision de polinomio por
monomio

Para dividir un polinomio por un monomio se divide cada uno de los términos del
polinomio por el monomio.

(a)  (-18x%y® +21x°y -9x°y ) +(9x%y)
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Qivision de polinomio por
polinomio

Para dividir un polinomio por otro polinomio, se seguird un proceso similar al

ejecutado en aritmética.




(@) (2x*+x-4)+(2x-1)

(b)  (15x* -5x-4)+(3x2-x-1)

(e) (10a°-a+2)+(2a+1)
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Ejercicios 13

Hora de

practicar

Division de polinomios

Resuelva cada division y simplifique al méaximo. Indique el cociente y el residuo.

(@)
(b)
(c) (26d*h® -13d*h+d°h*)+(13hd?)

(
-
(
o (B B2
) (-
)

6m* —4m? ) (2m )
—25x* —5x + 20x° ) +(5x)

12m*n® + 24n°m’ — 48n*°m 8)( 24n3m5)
11y°z +332°%y° - 442%™ + (11y‘Z")

o (336

15d’'m*n’ +5n%d® - 20n*d”’
5d°n®

Resuelva cada division y simplifique al maximo.

(@) (X*+4x+4)+(x+2) (9) (5m* —3+14m)+(m+3)
(b) (2x*+5x+3)+(2x-1) h) (-10a* -2+5a)+(-1+2a)
(c) (3+5x*-20x)+(x*-4x+1) ) (9m® -1)+(3m +2)

j) (h*-5h)+(h-1)

(
(d) (X*+x=7)+(x+3)
(e) (5x+x*+4)+(x-1) (k) (x* -2 -2x+4)+(x+1)
(f) (2x +x—13)+(x—2) () ( x® +x —10x—6)+(x2—5)

Determine la expresion que represente el ancho
del rectangulo sabiendo que su area esta dada

por 15d° +7d -2

15d?> +7d — 2




Habilidad especifica.

5. Racionalizar denominador o numerador de expresiones algebraicas.

Escenario de aprendizaje
Combio vadical

En diversas situaciones, es necesario que una expresion algebraica que tiene
radicales en el denominador, se convierta en una equivalente, pero cuyo radical
guede en el numerador o viceversa.

Nz

*.  Sisolo hay un término con una raiz de indice “n”.
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4

52X3y4

(u) Racionalice el denominador de

\J5a

(b) Racionalice el numerador de —

(c) Racionalice el denominador de 3 gl
\j n



-

o

» Racionalizacion de un binomio con radical de indice dos

(u) Racionalice el denominador de

G
B2

(b) Racionalice el numerador de

N7 +x
4

1-47
1+47

(c) Racionalice el denominador de
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Ejercicios 14
Hora de S
Racionalizacion

practicar

Racionalice el denominador en cada caso.

1 ,
(a) ﬁ - (c) 5
X fy —— Xzy

Racionalice el numerador en cada caso.

5
3
Jam
NE)

(@)

(e)

Racionalice el denominador en cada caso.

J2a

@ —— (b

Jx -5 Va ++2b

4a-1 W

-8
Y2m1 U s

Racionalice el numerador en cada caso.

3-243 Jx -3 Jm +42n
(@) 5 (b) ~_9 (c) T

@ Y243 o 5y (g) 2NX+Y

2 y




Habilidades especificas

6. ldentificar situaciones dadas que pueden ser expresadas algebraicamente en la forma
y = ax? +bx + cx
7. Representar tabular, algebraica y graficamente una funcién cuadratica.

Escenario de aprendizaje

iQué pelotazo!

La altura "h"en metros, a la que se encuentra un balén lanzado hacia arriba
desde la azotea de un edificio, segun la distancia horizontal “x” en metros, ala
gue se encuentra dicha pelota del edificio, esta dada por la férmula

h(x)=-0,008x* + x + 50

(b) ¢,Cual es la variable dependiente en esta formula?
(e) ¢Cuéles lavariable independiente en esta férmula?
(d) ¢, Cual es la altura del edificio?

( e ) Determine la altura de la pelota cuando esta a una distancia

horizontal de:
i)  20m
ii)  40m
iii)  60m

iv)  100m

v) 120m

vi)  140m

vii)  160m

Construya una tabla de valores con la informacién de los puntos (c) y
(d)

Grafigue los pares ordenados del punto (e) y una los puntos.
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ax’ +bx+c,cona=0

f(x)
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B El area de un cuadrado “A” en cm? depende de la longitud de su lado "/",y

esta dada por  A(¢)=/¢°.

i

A(f)

En esta funcion,a= 1,b=0,c=0

® Grafique la funcion dada por h(x)=4-x?,
definida en IR

Enestecaso,a= —1,b=0,c=4




Ejercicios 15

Hora de

practicar

Funcién cuadratica (A)

Indique en el espacio respectivo, si las féormulas corresponden al criterio de
una funcion cuadratica o no.

(a) d(x)=2x-1
(b) y=7+x*-5x

2

©) f(m=2T

(d) h(x)=2"+x
(e) y=x(5-x)+2
(M f(x)=(x-1)(x+1)—x*+x

(©) Ar)=mr’

Dado el criterio de cada funcién cuadrética, complete la tabla de valores y
grafique
(@ y=x>+x-2

8321
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(b) y=-3x*+5x

RoW Bl

-1 0

' [ 1
@ @ N @ & Wk = =

[
= a4 a a a
B oW oK SO

En una competencia de snowboard,
un deportista hace un salto, cuya
altura en metros, esta dada por la
formula: h(t) = - 2t? + 8t, donde “t” es
el tiempo en segundos.

(a) ¢Cual es la altura que alcanza el
deportista a los 2 segundos?
(b) Construya la gréafica de la =\
funcion.
(c) Segun la grafica, ¢en cuanto tiempo toca suelo nuevamente el deportista?
(c) ¢En qué tiempo el deportista alcanza la altura maxima?




La funcién de ingreso “I” se obtiene al multiplicar la cantidad de unidades “x” de
producto vendido por su precio de venta “P” en colones. Si el precio de venta

esta dado por P(x)= % + 900, determine:

(a) Elcriterio de la funcion de ingreso.
(b) El'ingreso al vender 30 unidades.

La temperatura T en grados Fahrenheit del radiador de un automovil durante

los primeros 4 minutos de conduccién, depende del tiempo en que esta

encendido el vehiculo, y se puede determinar mediante la formula

T =6,2x?> +12x + 32, donde “x” es el tiempo en minutos.

(a) ¢Cual es la temperatura del radiador en el momento que el automovil
arranca?

(b) ¢Cual es la temperatura del radiador a los 3,5minutos?

Habilidad especifica.

12. Trazar la gréafica de una funcién cuadréatica cuyo criterio es y =ax” + bx + ¢
13. Analizar la influencia de los parametros a, b, c en la gréafica de
y=ax® + bx + ¢ utilizando software.

Escenario de aprendizaje
Graficar funciones cuadraticas

Al inicio de este capitulo, se construyo la grafica de algunas funciones cuadraticas,
mediante una tabla de valores. Sin embargo, hay métodos mas efectivos para poder
realizar dichas graficas.

A partir de la grafica de la funcién dada por y = x?, vamos a aprender a realizar
diversas graficas cuadraticas, para lo cual expresaremos la funcion y =ax® +bx +c

de laforma y =a(x - h)2 + k tal como aprendimos al completar cuadrados.

Se puede usar papel cuadriculado, y si existe la posibilidad, se sugiere el uso del
software libre Geogebra, que se puede descargar en www.geogebra.org
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Sia >1 la grafica se contrae

En y=ax2{
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Sia >0 se dice que la grafica es concava hacia arriba
Sia<0 se dice que la grafica es concava hacia abajo
értice: (0,0)

1

i

1

'

!

1

y = 2(x+ 2)*

La gréfica de y =a(x —h)?,h >0 es una traslacion de “h” unidades a la derecha
de la curva dada por y =ax®

La graficade y =a(x —h)?>, h>0 es una traslacion de “h” unidades a la
izquierda de la curva dada por la funcién y = ax®

értice: (h,0)

fy=-3(x45)t




La grafica de y =a(x —h)’ +k, k >0 es una traslacion de “k” unidades hacia

arriba de la curva dada por y =a(x —h)?
La grafica de y =a(x —h)’ +k, k <0 es una traslacion de “k” unidades hacia

abajo de la curva dada por y =a(x —h)?

értice: (h,k)
Aclavaciones

Para las funciones dadas por y =a(x —h)* + k, el punto maximo o minimo de
sus graficas esta determinado por el par ordenado (h,k)y recibe el nombre de

vertice.
B Sia>0, el vértice es el punto minimo y si a <0, es el punto maximo.
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: HTh e

(e) y=2x>-4x+5



y =ax® +bx +c

b=0
Vértice coincide con la
interseccion con el eje y
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Ejercicios 16

Hora de

practicar

Funcién cuadratica(B)

En cada caso, determine el vértice de la grafica de la funcién, segun el criterio
dado e indique la concavidad.

@ f)=(x-7)+8 ®FX=(x+1)" -6 (c)f(x)=x*-5
(d) f(x):(x—4)2 (e)f(x):[x—%) +9  (F)f(x)=-x?

(@) f)=—(x+ 9)2 () f(x)=x*-16x+62 (i) f(X)=x*+2x+6
() f=-3(x-2"+1 (K)F()=—(x+9)" ~4 (I)f(x)=x>-14x +44
Dado el criterio de cada funcion cuadrética, determine lo que se le solicita y

grafique.
Criterio Concavidad = Vértice
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Cada gréfica representa a una funcién cuyo criterio esta dado por

h(x) = a(x - h)2 +k, con a=+1. Indique para cada caso, el criterio. Luego

expréselo de la forma h(x) =ax® + bx +c¢

(b)




Cada gréfica, representa una funcién de criterio p(x) =ax* +bx +c¢ .
Escriba <, >, = segun el andlisis de los parametros a, by c

(@)

PEDIDOS: 88 75 1979 / AUTOR GILBERTO CHAVARRIA ARROYO




Matematica Noveno Nivel Ediciones LebQmbQ

Considere las gréficas f, p y g (las
cuales aparecen con diferentes tipos de
linea, con el fin de que se diferencien
mas facilmente), y cuyos criterios estan
expresados por:

fx)=a,(x —h,)" +k,
p(x)=a2(x—h2)2 +k,
g(x)=a3(x—h3)2 +k,

Segun la informacién proporcionada,
indique si las siguientes proposiciones
son verdaderas o falsas.

_____ Si a, >1entonces a, >a,
h, > h,
h,=h,
k, es una unidad menor que K,

a, >0
El vértice en la grafica de f coincide con el vértice de la grafica de g

Si la funcion f esta dada por f(x) =2(x - 5)2 + 3, determine el criterio de una

funcion g donde el vértice de su gréfica, se traslada dos unidades a la derecha
y una hacia abajo, con respecto al vértice de la gréfica f.

Si la funcion f esta dada por f(x) = —6(x + 9)2 +1, determine el criterio de una

funcion g donde el vértice de su gréfica, se traslada tres unidades a la derecha
y cuatro hacia arriba, con respecto al vértice de la grafica f.

Si la funcion f esta dada por f(x) = 5(x - 7)2 , determine el criterio de una

funcién g donde el vértice de su grafica, se traslada seis unidades a la izquierda
y dos hacia arriba, con respecto al vértice de la gréafica f.




Habilidad especifica.

8. Plantear y resolver problemas utilizando ecuaciones de segundo grado con una
incognita.

9. Resolver ecuaciones que se reducen a ecuaciones de segundo grado con una
incégnita.

12. Plantear y resolver problemas utilizando ecuaciones de segundo grado con una
incognita

Escenario de aprendizaje

& pelotazo

Retomemos el escenario con el cual se inici6 este capitulo, en donde se da un
criterio para determinar la altura h en metros, a la que se encuentra un balén
lanzado desde la azotea de un edificio hacia arriba, dada la distancia horizontal “x”
en metros, a la que se encuentra dicha pelota del edjificio.

La férmula que modula este fenémeno es h(x)=-0,008x” + x +50.

En su momento, determinabamos la altura, segun la medida de “x”. Pero también
podemos realizar el proceso contrario, esto es, determinar la distancia horizontal,
conociendo la altura.

Determine la altura a la que se encuentra el balén cuando la distancia
horizontal es de 50 metros.
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Ecuncion cuadraticn

Una ecuacién cuadratica es aquella de la forma ax® +bx+c =0 con a#0

Cuando c =0,

(@) Halle el conjunto solucién de 3x —8x* =0

Cuandob =0y c <0,
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(b ) Determine los valores de “x” que satisfacen la ecuacion 9x* -16=0

(¢) Halle el conjunto solucion de  2x? -5=0

Por inspeccion

(d ) Determine los valores de “x” que satisfacen la ecuacion 2x* +11x -40=0




LY
Por formula general

No siempre es posible factorizar el polinomio ax® + bx + ¢ de modo que queden
coeficientes racionales. Es por ello, que resulta necesario otro método para resolver
cualquier tipo de ecuacién cuadratica, sin necesidad de factorizar. Este método se
conoce como férmula general.

ax’+bx+c=0

= a(x2 + E X + Ej =0 Al sacar"a" a factor

a a
Sx2+2x+S20
a a
b 2
a b?
Se completa cuadrados, sumando y restando | — | = A2
a

>, b b? b> ¢
= | X+=X+— [-—5+—=0
a 4a 4a° a

Se factoriza el trinomio y se homogenizan las fracciones:

b)Y —b?+4ac b ) b?-4ac
= | X+ | +——=0=(x+—| =———
2a 4a 2a 4a

Se hace la operacion inversa de la potencia:

b b? — 4ac

3X+—='_‘f' —2
2a 4a

b b? — 4ac

:>X=——i —2
2a 4a

Se extrae factores del radical:

b , vb®-4ac :X_—bi\/b2—4ac

= X=——:=%
2a 2a 2a

De este modo, las soluciones de la ecuaciéon ax? + bx + ¢ =0 estan dadas por:

2 _—b++b®-4ac 2 _—b—+b*-4ac
2a

1 2a 2
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Por tanto, el conjunto solucién de ax” + bx + ¢ =0 queda expresado como

2a 2a

c :{—b+JZ b-A

} siempre que A>0

(e) 3x?+x-1=0

(f) x(x+3)-3(1-X)=-5



")

(h) 25x%-10x+1=0

Analisis del discriminante

En la ecuaciéon ax®+bx+c=0 con a=0, el discriminante A esta dado por b* —4ac
y se cumple que:

H Si A>0 laecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
H Si A<O0 laecuacion no tiene soluciones reales.
H Si A=0 la ecuacion tiene una Unica solucién en IR.
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Escenavio de aprendizaje

JVegociando

En una compainiia, las utilidades mensuales (en miles de ddlares), obtenidas al
invertir “x” délares en publicidad, estan dadas por la funcién cuyo criterio es

U(X)=-x*+10x-5
El encargado de la publicidad desea invertir 3000 dblares, pero su compafiero le

cuestiona el porqué no invierte mas, para asi obtener mejores ganancias, por lo que
le sugiere invertir 9000 dolares.

(u) ¢, Cudl seréd la mejor estrategia, la del encargado o la de su compariero?
(b) ¢, Cual inversion en publicidad logra producir la maxima ganancia?

Utilidad

0
4 -2 2 4 6 8 116 12 14
" Inversion



(m) Se lanza una pelota desde el suelo hacia arriba. La altura “h” en metros, que

alcanza esa pelota en funcion del tiempo “’t” medido en segundos, estd dada por
h(t)=-t* +10t . Determine la altura maxima de la pelota y en el tiempo que se
alcanza.

(b) El duefio de un automévil determina que el costo en colones por kilometro, al

conducir su vehiculo a una velocidad de v km/h, esta dado por
C(x)=0,015v* -2,5v +120 . Determine la velocidad en la cual el automovil
consume el costo minimo.

Completamos cuadrados:

Diversas estructuras tienen forma
parabdlica, que corresponde a una
funcién cuadratica.
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(u) La medida de la base de un triangulo es tres unidades mayor que la medida de la

altura. Si el area del triangulo es 119 cm?, entonces ¢ cual es la medida de esas dos
dimensiones del triangulo?

Datos

Ecuacion

Respuesta

(b) Siaunnamero se le aumenta el reciproco de 3, resulta el reciproco del nimero,

aumentado en 3. ¢Cual es el nimero?

Datos —
Ecuacion

x+£=l+3 :>x—1=3—1
3 X X 3

2_
= X 1=§ :>x2—1:§x

Respuesta



188

(e) EI perimetro de un rectangulo es de 76 cm y su area es 360 cm?. ¢ Cudl es la

medida del ancho del rectangulo?

Datos

Ecuacion

Respuesta:

(d) Una cancha multiuso mide 60 metros por 80 metros. En un proyecto comunal, se

decide reducir un poco la cancha para construir una acera de ancho uniforme

alrededor de esta, de modo que el area de la nueva cancha sea %2 de la anterior.
Determine la medida del ancho de la acera.
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Ejercicios 17

Hora de

practicar

Ecuaciones cuadraticas

Dé el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones. [Se sugiere no usar
férmula general]

(a) x*-5x=4-5x (h) 10x*-18=32 (c) x2-7=0
(d) x*-169+2x=2x (&) (x+%)(%x—1}=0 (f) 3x(x+1)=

(0)3x*-5x=0 (h) 5x*=9x (i) —=5x*-5x+9=2x+9

6x -1

(i) (x-2)° = (2x+2)* =0 (k) -6m+4=(m-2)°

Z_x

(m) 2(10n2 -7)=27n  (n) 2X3‘ ~(2x-1)=0 (0) 3p?+3p=-2(p-1)

X2

(p) 2x(2x -5)+1=1-3x (q)?—%zl (1) x* +x(3x-1) =5-(3x* - x)

Determine el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones. [Use la formula
general]
(a) 3x*-9x+3=0 (b) x*—4x+1=0 (c) 5¢®+3c=2

(d) (2x-5)*=1 (e) 5x*+x=3 (f) 2x2-71=1

(0) X2 +9x = -8+ 3x (h)2x2—x [SX 1) (i) 4m(m—-3)=-9

(j) X(x-3)=x-5 (k) (3x - 1) —(x- 3) =x (I) 3x*-2x+1=0

(m)%(x—%):s_:x (n) 5h?+3=1 (0) X +(3x*~5x+1)=—x(x-5)

Resuelva cada uno de los siguientes problemas, mediante ecuaciones
cuadraticas.

(2) Hipdlito y Genaro a su corta edad son grandes amigos. La suma de sus
edades es de 13 afios y su producto de 40. ¢;Qué edad tiene cada uno?

(b) Eliodora disfruta un dia libre en un parque, y vuela un papalote que tiene

forma de rombo, cuya area es de 40 cm?y la longitud de una diagonal es cinco
cuartas partes de la otra ¢,cual es la medida de cada diagonal del papalote?
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(c) Sila longitud de cada lado de un primer cuadrado se aumenta en 6, entonces
el area del cuadrado que se forma es cuatro veces el area del cuadrado original.
¢ Cuél es el area del cuadrado original?

(d) Segismundo tiene un terreno en forma rectangular en el cual va a sembrar
hortalizas. El area del terreno es de 203 m?. Si la medida del largo es el triple de la
medida del ancho aumentado en ocho; determine la medida del largo y del ancho
de esa propiedad.

(e) Pancracia tiene 3 cartas numeradas. Su hermana quiere saber los nimeros,
pues estos son la contrasefia de la computadora. Pancracia le dice que la suma de
los cuadrados de los tres numeros de las tarjetas es de 1313. El segundo, es igual
al primero disminuido en cinco y el tercero, el triple del primero aumentado en uno.
¢,Cudles son los numeros de las tres tarjetas que necesita conocer la hermana de
Pancracia?

(f) Sila diferencia entre las edades de un nifio y su abuelita es de 53 afios y el
producto 1020, ¢ Cudl es la edad de la abuelita?

(0) Lasuma de los cuadrados de dos nimeros consecutivos impares es 290.
Determine cada namero.

(h) Un ndmero positivo disminuido de 53 es igual al cuadrado de la suma de dicho
namero y tres. Determine el numero.

() Los lados de un triangulo miden 9cm, 16cm y 17cm. ¢ Qué cantidad fija hay
gue restar a cada lado de ese triangulo para obtener un triangulo que sea
rectangulo?

() Al producto de dos nUmeros pares consecutivos se le aumenta el triple del
numero mayor de ellos y se obtiene 156. Determine el nUmero menor.

(k) Determine un nimero entero positivo tal que al aumentarse en 6 sea
equivalente a 40 veces el reciproco del mismo numero.

() Sean tres nimeros impares consecutivos positivos, tales que el producto de
los dos mayores excede en uno, al doble del cuadrado del menor. Determine cada
namero.

(m) El producto de dos nUmeros naturales consecutivos equivale a la suma de
estos nimeros aumentada en 29. Determine el nUmero mayor.

(n) Calcule las dimensiones de un trapecio cuya superficie es de 52 cm?, donde la
longitud de la base mayor es el triple de longitud de la base menor aumentada en
dos y la altura es dos terceras partes de la base menor.




(0) Plutarco desea construir con un pliego cuadrado de cartulina una caja sin
tapa y de base cuadrada, con el fin de colocar arena que necesita para su
proyecto cientifico. Para ello, corta un cuadrado de 3,5 cm de lado en cada
esquina de la cartulina y los dobla hacia arriba. Si el volumen de la caja es de
283,5 cm?, cudles son las dimensiones de la cartulina.

Resuelva cada problema.

(2) La ganancia G en millones de colones por vender cierto articulo, esta dada
por G(x) =7250x —5x?, donde “x” es la cantidad (en miles) de articulos

vendidos por mes. ¢, Cuantos articulos se deben vender por mes para
obtener la mayor ganancia? ¢De cuanto sera esa ganancia?

(b) Un objeto es lanzado al aire. Su altura “h” en metros, depende del tiempo *
t” en segundos y se modela mediante el criterio h(t) =14t —5t°.
Determine la altura maxima que alcanza el objeto.

(c) La temperatura T en grados Fahrenheit del radiador de un automdvil ,
durante los primeros 4 minutos de conduccién, depende del tiempo “t”,
mediante la relacién
T(t)=6,2t* +12t +32
i) ¢ Cudl es la temperatura del radiador al arrancar el automévil?

ii) A los tres minutos, ¢.cudl es la temperatura el radiador?

(d) Considere el rectangulo.

i) Exprese el area A del rectangulo,
en funcion del valor de “X”

i) ¢ Cual debe ser el valor de “x”
para obtener el area mayor?

iii) ¢ Cual seria esa area maxima?

x+3

(e) La férmula para calcular la distancia d, en pies, que se requiere para

L . 1 :
detener un automovil esta dada por d(v) = EVZ , donde v es la velocidad

del automévil en millas por hora. Si la distancia que se necesité para
detener el vehiculo fue de 35 pies, ¢qué velocidad llevaba este?
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(3) x*-3x

=—(-1-2x)

(6) —3+x*-x

=0

+5X

5

2

(7)

=4x

(8) —10x + x*+49



(4) 10,92 (5) glébulo rojo
(6) 2920 000
S . (7)
Ejercicios 1. Numeros reales

Ejercicios 3: Teorema de Pitagoras

3,1415926535 897932384

Ejercicios 2: Sistema Internacional
de medidas

3) 1377 250 000m
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Ejercicios 4: Angulos y razones

trigonométricas

Ejercicios 5: Ley de senos

(3)

Ejercicios 6: Prisma y piramide

Ejercicios 7: Variables discretas y



Ejercicios 8: Variables discretas y
continuas

Ejercicios 9: Variables discretas y
continuas

Ejercicios 10: Probabilidad
Frecuencial

Lanzamiento

Cale
pelota

23
| 03 [ 05 | 026 [ s |
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() 4(-x+1)(2x+1) (m) a(a—2b)
(n) (2x -y -3)(2x+y +1) (o)
2(x-3)(x+1)

(p) =3(2y —3)

(3)
@ (a+2* (b) (b-2° (c) (n+2)°

@ -(+27 () (y -6 (0 ( +5x]

(@ —(2x=3)° (h) 3(2x -3’
() (2b-3)* () ~(4x-5y)’
(k) A1x -2 () (x+4y)*

(m) (1 = gj (n) —(3a+16b)?

@) (2x+1(Bx+2) (o) (a—11)?

(p) (y =3)(y +6)

(@) 4(x+5)* () (4x-D(2x +3)

(s) (X +2)(x+5) (t) (3x —5)?

U) @0m+1)(2m+1) (v) (2h-3)(h-1)
(W) (2k —3)(3k +7)

4) (@) (m-2n)(3m+4)

(b) (x-D(1+2x)

(c) (1-3b*)(3a—-b) (d) (@a—h)(4-h)
(e) (a+b)a+y) (f (W2 + 1)(5x2 - 4y)

() (5+m?*)(1+5h*)

(h) 2(c—-2d)(3b-2) (i) (W-D(y+2)
(G) 2m+1+n)(2m+1-n)

k) Bw—-n-3)(3w-n+3)

() (z+x-5y)(z-x+5y)

(m) (K+m-D(k —m+1)

(n) (4+y-7x)(4+y +7X)

(o) (10a—-2b-5)(10a+2b+5)

(p) (xy =3+y)(xy -=3-y)
(@) (8-a-b)@B-a+b)

() (y +m-n)(y —-m+n)

( 197‘

(5)

(@) 5m®x(-5x’m?® + 25ym + xy)
) 11m’ [ 11 mgj
3x (3xy
(c) (m-n)(3a-5x-1)
(d) (x+y)da-7-x+Yy)
(e) 2m(4+m)(4—-m)

0 {5z

(9) 2z(2x —3z2)°
(h) —(2a-5)*
() (2x+7y)(4x +5y)

L1 1Y)
() g£6x a Ej
(k) X(x+6)(x—6)(x+2)(x-2)
() 2y(y +5x—-24)

(6)




Ejercicios 12: Simplificacion

Ejercicios 14: Racionalizacion

Ejercicios 13: Division de
polinomios
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Ejercicios 15: Funcién cuadratica Ejercicios 17: Ecuaciones

cuadraticas

TEEDIEE
MR

Ejercicios 16: Funcion cuadrética

Criterio Concavidad Vértice

&)
_ 1. Hacia abajo (0,0)
(b) y 7 -
4
) y=(x+4)"-2 (-4-2)

@y= "IX 5| aB Hacia abajo

. -










