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Habilidades:
1. Identificar las condiciones para que una funcién tenga inversa.

Conocimiento:

2. Relacionar la grafica de una funcién con la gréfica de su inversa.
INVERSA I?E LA 3. Determinar intervalos en los cuales una funcion representada
FUNCION gréaficamente tiene inversa.

4. Determinar y graficar la funcién inversa de f(x) = mx + b, m = 0.
5. Analizar gréfica y algebraicamente la funcion con criterio dado por

f(x)=ax+b+c

Escenario de aprendizaje

La medida de la temperatura, puede darse en grados Celsius, o bien, en grados
Fahrenheit.

La funcion que modela una relacién para convertir de grados Celsius a grados
Fahrenheit esta dada por F(C) = 1,8C + 32.

De este modo, 20° C puede convertirse a grados Fahrenheit sustituyendo en la féormula:
1,820 + 32 = 68°F. Silo vemos como pares ordenados, se tiene que (20, 68) Gk

Pero ¢qué sucede si la conversion se desea hacer al revés?

Establezca un criterio que permita hacer la conversion de grados Fahrenheit a Celsius
de forma directa.

g
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Definicion: e Funcion Inversa

Sea f: A —B una funcién, donde B es su ambito y f
es inyectiva en A. Se define la funcién inversa de f

como:f*:B— A , tal que si f(x) =y, entonces
fiy)=x.

Dominio Ambito

¢Por qué la funcion debe ser inyectiva para que tenga
inversa?
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Considere la funcion h:{-2,5,6,8,11} — {-7,4,9,10} :
donde G, :{(-24),(6,-7),(5.10),(8,9),(11-7)}
¢La funcién h tiene inversa?




IF ﬂ Analice las gréaficas dadas y determine si la funcién h es

inversa de f
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Dada la funcion f:IR — IR, f(x) = 2x — 3. Determine el
criterio de la funcién inversa de f
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Dada la funcién f:IR — B, f(x) = x* —2x , redefina el
dominio de f para que la funcion tenga inversa.

S L

!" B
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De modo general, para una funcién cuadratica f:A — B, f(x) = ax® + bx + ¢, la funcién

. . . - -b —b
tiene inversa, si el dominio es |-,— | 0| —,+®
2a 2a

Sif es una funcion lineal tal que f(-3) =2 vy
f1(1) = -1, halle el criterio de -y el criterio de f

La composicion de una funcién y su inversa

Si f* eslainversa de f, entonces

(f‘lof)(x)z(flof‘l)( )=x

2

Sean f: [_?1&00{ — [0,400f con f(x)=v2x+1 y g:[0,+0] — [_?1,+oo{ con g(x) = X 2_

Compruebe mediante la composicién de funciones que f es inversa de g.

11
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Inversa de una funcién cuadratica
FUNCION RAIZ CUADRADA

Determine la funcién inversa de f, sabiendo que:
f 1 ]—o0,—1] — [4,+00] con f(x) = x* +2x -3

f(x) =x* +2x 3
Ll

i) = -1 - Vg
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Funcion Raiz
Cuadrada e Analisis grafico y al

Analice las grdficas de cada funcién y compdrelas, de
modo que deduzca cémo se modifica la grafica de

g(x)=aJx+b +c, segln los pardmetrosa, by c
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Tiempo para practicar 1.1

s =121

¢iooo

@) f:A—{%,w{ f(x)=x*>-x+1
b) f:Go]x7] f(x)=7-x

(c) f:H —)}—00,8741} f(x) =20 -x - x?

(d) g:H—)|:_?T5,+oo{ g(x) = x* -5x
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6. Sea f una funcién dada por f (x) = 6x+3. Halle f(-7)

Sea f una funcion lineal tal que f(3) = 1 y f%(2) = —2. Determine el criterio de
f -1 y el criterio de f

. Sea f una funcién lineal tal que f(3) =5 y f(-1) = 6. Determine f (2)

. El peso P, en toneladas, de una especie de ballena adulta, puede aproximarse
mediante el criterio P(L) = 1,7L - 42,8, donde L es su longitud en pies. Determine
el criterio inverso, que asocia la longitud de la ballena segun su peso.
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_3x+1

2x -1
@ f(X)=T, g(x) 5

(b) f(x)=vx-1 g(x)=x>+1
© f00=2, g)=2
X X

(d) f(x)=x2-6x+10, g(x)=3vx-1
(e) f(x)=3x-5, g(x)=§+5

M f)=¥x-1 gx)=x*+1

. Dada la grafica de la funcion f cuyo criterio
es f(x)=+/x, grafique las otras funciones

que se le proporcionan. [Use el andlisis de
parametros vistos en la teoria][Trabaje las
gréficas con colores para que se diferencien

. Considere la funcién g con criterio g(x) =+/x, determine en cada caso, el criterio
que satisfaga las condiciones asignadas.

(a) La grafica de la funcion se traslada 5 unidades horizontalmente a la izquierda

(b) La gréfica de la funcion se traslada 7 unidades verticalmente hacia abajo
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(c) La gréfica de la funcion se traslada 1 unidad verticalmente hacia arriba

(d) La gréfica es una reflexion de g sobre el eje x

18. En cada caso, determine el criterio de la funcién.

RETOS

1. Hay gatos en un cajon, cada
gato en un rincén, cada gato ve
tres gatos ¢ sabes cuantos gatos
son?

2. Dos padres y dos hijos van a
viajar en el tren qgue comunica
Heredia con San José. Compran
so6lo tres entradas (tiquetes) y se
suben al tren sin problemas y sin
cometer fraude alguno ¢,como lo
hicieron?
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(A) solo lall

(C) ninguna

1 _ 5
(A) h(x)=-5+2

(C) h(x)=-3x-5

(A) (16,0)

(©) (3.14)

(B) solo lal
(D) ambas

(B) h™(x)=-3x+15

(D) h™(x)= 3

(B) (2,36)

(D) (25,1)

19



20

-8x —-23 x-19

(A) h™(x)= i

(B) h™(x)=

(C) h*(x)=4x+19 -3x-23

(D) h™(x)=

A) [0,2] ®) [2.3]

57
© {5’5}

(A) solo lall (B) solo lal
(C) ninguna (D) ambas
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(A) solo lall (B) solo lal
(C) ninguna (D) ambas
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(A) (-4,10) (B) (-3113)

o 7) © (4
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Conocimiento: Habilidades:
o . Analizar gréfica, tabular y algebraicamente las funciones
Funcion exponenciales.
Exponencial . Plantear y resolver problemas en contextos reales utilizando

ecuaciones exponenciales.

Identificar y aplicar modelos matematicos que involucran las
funciones exponenciales.

Escenario de aprendizaje

Analice y resuelva el siguiente reto:

Una piscina se llena en 30 dias, y cada dia se llena el doble que el anterior, ¢,qué
dia estara por la mitad?

Definicion e Funcion Exponencial

f:IR > IR" cuyo criterio es f(x)=c.a*,cona>0, a=1

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO PEDIDOS: 88 75 1979



Se administra 50 miligramos de cierto medicamento a un
paciente. La cantidad de miligramos restantes en el

torrente sanguineo del paciente disminuye a la tercera

parte cada 5 horas.

(@) Determine el criterio de la funcién M que modela la

cantidad de medicamento en “x” horas.

(b) Realice una tabla de valores

(c) Construya una grafica

(d) ¢Cuantos miligramos de medicamento quedaran en el torrente sanguineo al
pasar 12 horas?

Cantidad de
mg de
medicamento

25
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Hielellclek s[5 @ Funcion Exponencial

o el el el i

O=<a<1
c=0
a>1 f decreciente
c=0

f creciente

ZelolElelelsls e Crecimiento exponencial

Una poblacion cuenta inicialmente con 100 individuos y se cuadriplica cada 5 afios.

¢, Cuél es la formula de la funcién que representa el crecimiento de esa poblacién?
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Criterio de Base Coeficiente  Monotonia de la funcion Interseccion
la funcién. “c con el ejey

a” »
: "Ry R | oo
s | 1 [ CEERER [ e

. Decreciente, ya que
[E 1>0 vy 0<%<1 ©.1)

Creciente, ya que

1>0 vy g>0 ©.1)

Creciente, ya que
1
—>0 7>1
9 y

Decreciente, ya que

1>0 vy O<£<1
3

En la funcion exponencial f con f(x)=a* ,
si f(x1) > f(x2) para X1 < X2, entonces se cumple que

Resolucion

Notese que cuando X1 < X2 se tiene que

f(x1) > f(x2). Esto es precisamente la definicion

de una funcién decreciente. Por tanto 0 < a < 1.

Asi la opcion correcta es la (C)
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Definicion

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

Para la funcion f cuyo criterio es f(x) = [;) si x<-1

con certeza se cumple que

|- Funcion Exponencial de base e
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Tiempo para practicar 1.2

Criteriodela f
uncion f

o

f(x) =(§

—h
—~
X
~
1]
—_~

Dominio

Interseccion Ambito Mono

conel ejey

tonia

29



Si la gréafica dada corresponde a la
funcion f(x) = b* entonces son
caracteristicas de f

b>1yxelR

b>1y xelR"
0O<b<1lyxelR
O0<b<1ly xelR"

En la funcién exponencial
f(x)=a* si f(x1) < f(x2) para cada
X1< X2, entonces se cumple que
a>1

a=1

O<ax<l1

-1<a<0

7. Paralas funciones f y g con
e X
f(x)=(5] y 90 =(33)" , se

cumple que

A) f y g son estrictamente crecientes.

B)f y g son estrictamente
decrecientes.

C)f es estrictamente crecientey g es
estrictamente decreciente.

D)f es estrictamente decreciente y g
es estrictamente creciente.

30



C) (0, 1)
D) (10)

12. La  funcion f dada  por

fx) = 2e7°%* se utliza para
aproximar el area en centimetros
cuadrados de una herida en la piel
en “X” dias de producida.

. Una maquina con un valor inicial de

€150 000 se deprecia
continuamente a partir del primer
momento de uso. Su valor después
de “’ anos estda dado por
V(t)=150000e°** Determine el

valor aproximado de la maquina,
después de 8 afios de uso.

31
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18. Una poblacion de aves, cuenta
inicialmente con 40 individuos y se
triplica cada 2 afios.

(a) La cantidad de bacterias al cabo
de 3 horas, con una colonia
inicial de 1000 bacterias

(b) Si en 2 horas hay 40 000
bacterias, cuantas bacterias
habian inicialmente.

. La formula para determinar la

poblacién esta dada por P =P,e*"

donde P, es la poblacion inicial y

% .
k =——. Un pueblo tiene 600
100
habitantes y su poblacion crece
anualmente un 3%.

17. La funcibn f, con criterio
S =P.e’*'determina el dinero
que se tendra al invertir P colones

a una tasa de interés continuo del
12% en t afios.
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(A) ninguna
(C) solo la lI

A (B) fes ) } s ,m{
f(x) < f(x+1), ¥x >0  decreciente
(C) la grafica de f (D) (1,0) ©) ]0,+oo[

interseca al eje “y” en pertenece al

el punto (o,gj grafico de f

3

(A) ninguna

) f(x){%)x (B) f(x){—]_x

§jx -4\ (C) solo la Il
5

© 109-( © 1=

(B) ambas
(D) sololal

(B) J1+o]

(D) ]-1+0

(B) ambas
(D) sololal

33
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(A) ae ]0,]{ (B) ae ]—l O[

© ae]l+oo[ (D) ae]-m,1]

(A) ninguna (B) ambas
(C) solo la i (D) sololal

(A) ninguna (B) ambas

(C) solo la 1l (D) sololal
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e Ecuaciones Exponenciales

Escenario de aprendizaje

Volvamos al reto de la piscina, en el que la cantidad de agua en metros cubicos
esta modelada por f(x) = 2X~! donde “x” representa los dias.

¢En cual dia se completan 512 unidades cubicas de agua?

a¥=a’ ox=y
conaz0,a=#1 xelR, yelR

D [I Determine el conjunto solucién en cada caso.

2¢1t =512



— 53X+4 . 6253+X

— 1 :53x+4.(54)3+x

(Al expresar 125y 625 en potencias de 5)

1
:(ijs :53X+4'54(3+X)
56X

13
_ 5 3x+4+12+4x

(5
7x+16

1
= 572
. 572)( — 57X+16
= —2X=7x+16
= -2X—-7x=16

= —-9x =16

[y

Leyes de potencias

= x=—— Porloque S

9" +81=18.3"*

ace Uso del método de sustitucion, pues no se puede llegar
era directa.

En este caso s be

a la forma a%

Realice Iguierte sustitucion: y =3*"
Not i 3x+1 — 9x+1 (32 )X”' _ (3x+1)2 _ y2
A né que y*+81=18y

Ahora, se resuelve la ecuacion cuadratica.

y?+81=18y = y*-18y +81=0
=(y-9°=0=>y=9

Pero como y =3*", entonces 9=3*" = 3F=3"" = 2=x+1 =1=x

Por tanto, el conjunto solucibnes S={1}



Tiempo para practicar 1.3

1. Halle el conjunto solucién de cada ecuacion

exponencial.

Sea f una funcién exponencial f: A — B, con f(x) = 4. Determine la preimagen

de /2.

La masa m en gramos, de cierto material radiactivo, disminuye en funcién del

tiempo t en horas, segun la funcién m(t) = 60-2>" . Después de cuanto tiempo la

masa del material es de 30 gramos?

37
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Una motocicleta con un precio de $1800 se devalia mediante la férmula

V(t) =1800+0,75"'donde t es el numero de afios desde que se compro y V(t) su

valor. ¢ En cuantos afnos, el valor de la motocicleta sera de $13507?

La solucion de 3* é

corresponde a

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

=27 %

9. ElI  conjunto  solucion
772 4+7.7"2 =08
corresponde a

11. El conjunto solucion de

2x-1
4 = ‘{E corresponde a
81 9

PEDIDOS: 88 75 1979
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iUn poco de ingenio!
La leyenda de la Torre de Hanoi.

Cuenta una leyenda de la India, que durante el reinado del Emperador Fo Hi, existia un
templo con una cupula que marcaba el centro del mundo. Los monjes del templo tenian que
mover sesenta y cuatro discos sagrados de un emplazamiento a otro. Pero éstos eran tan
fragiles que sdlo se podia mover de uno en uno. Y ademas, tenian que tener cuidado al
colocarlos, puesto que no se podia emplazar uno mas valioso encima de otro de valor
inferior. El valor de los aros iba en proporcién a su tamaio, cuanto mas pequefio fuera el
anillo menor era su valia. Para realizar los traslados de los referidos discos, solamente se
disponia de otro lugar en el templo (ademas del de partida y del final) lo suficientemente
sagrado como para que estas anillas pudieran ser depositadas en él. Asi pues, los monjes
comienzan el movimiento de éstas entre el monton inicial, el destino final y la posicion
intermedia, eso si, manteniendo siempre el orden (el mas grande en el fondo y el mas
pequefio en la cima). La leyenda dice que antes de que los monjes logren reubicar todos los
discos en la nueva localizacién, el templo volvera a convertirse en polvo y el mundo
terminara.

iEsta leyenda se ha convertido en un juego que reta nuestra mente!

Recorta circulos de diferente tamafio e inicie el juego con 3 discos, luego con 4, 5 .... Compita

con sus companfieros y escriba la minima cantidad de movimientos necesarios para cumplir el
reto segun el numero de discos. Busque una relacién entre esos datos. ¢ Mediante cual
funcion se puede modelar la cantidad minima de movimientos, segun la cantidad de discos?

¢En cudntos movimientos se acabaria el mundo, suponiendo que nunca se equivocarian los
monjes?

Una ayuda: se muestra la estrategia para 3 discos:

e Hanol para 3
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Conocimiento:
Habilidades:
Funcién . Identificar la funcién logaritmica como la inversa de la funcion
Logaritmica exponencial.
. Analizar gréafica y algebraicamente las funciones logaritmicas.

Aplicar propiedades de los logaritmos para simplificar
expresiones algebraicas.
Resolver problemas en contextos reales utilizando ecuaciones
logaritmicas.
Utilizar logaritmos para resolver ecuaciones exponenciales de
la forma a®=p9®, a, b nimeros reales positivos y distintos
de 1, f, g polinomios de grado menor que 3.
Identificar y aplicar modelos matematicos que involucran las
funciones logaritmicas.

Definicion e Funcion Logaritmica

ﬂ
-

(x [025/05| 1 | 2 | 4 | 8 |16

Si f: IR—IR" tal que f(x)=a*, entonces su
funcién inversa esta dada por
f*:R" >R, con f*(x)=log, X, que se lee:

logaritmo en base “a” de argumento “x”

y =log,x < a’ =x
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OF Determine la funcion inversa en cada caso

Ejemplo 1

Su inversa esta dada por f*:R* - R, f*(x)=log, x
7

Su inversa esta dada por f1:R —R*, f(x)=7"

N
AN

e Logaritmo de base 10

Aquel logaritmo cuya base es 10 se conoce como % neperiano. Este se
puede representar como: log,, X =logx

e Logaritmo de base e

Aquel logaritmo cuya base es e Vmo logaritmo natural. Este se puede
representar como: log, X Inx

Recuerde que e es ungalimeo
a2,7182 <Q

e De valores de un logaritmo

acional, cuya aproximacion decimal corresponde

Anterior e amélizo que: log, x=y siysolosi a’ =x, Vx>0,yelR

Co t Itado, podemos hallar valores desconocidos de un logaritmo. A

bn se realizan algunos ejemplos.

Halle el valor de m en cada caso.

Ejemplo 1

Se tiene que 5% = m, por tanto m = 125
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log. m o
‘ 2

log,16 =4

| le - li5ilee e Funcion logaritmica

-
=
=
=
=
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Para la funcion f dada por f(x)=log, x si x>1
7

entonces f(x) pertenece a
” : 1
Note que la funcién es decreciente ya que 0 < 7 <1

Se puede apreciar en la
gréafica adjunta que
cuando x>1, entonces
las imagenes son
negativas, es decir

f(x) € ]-,0[ . La opcién

correcta es la (B)

Para la funcion f :{%,343{—>IR con f(x)=log, x,

halle el ambito.
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1z =121

Vinoo

2) En la funcion f(x) =log, x , el valor
de f(-27) es

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

Tiempo para practicar 1.4

5) Para la funcién dada por
f(x) =logg X considere las siguientes

proposiciones:

X) = 2 entonces X = 64.

PEDIDOS: 88 75 1979



6) Para la funcién f dada por
f(x)= IogJg X, si 0<x<1 entonces

pertenece a

9) Analice las siguientes proposiciones.

I. Si y=logs5 entonces y=0
Il Si y=loga2 entonces a¥y=2

De ellas, ¢cuales son verdaderas?

11) Para la funcion

f :[2—15,5[—>IR con f(x)=log; x , el

ambito corresponde a

13) Para la funcion dada por

f(x)=log, x considere las siguientes
3

proposiciones

| f es estrictamente decreciente

I Si x>1 entonces f(x)>0

De ellas ¢ cuales son verdaderas?

45
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14) Silafuncion f dada por f(x) =log, x

es estrictamente creciente, entonces
con certeza se cumple que

16) SixelR"y log,x<0
se cumple que

entonces

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

19) Si el &mbito de la funcién f dada por
f(x)=log,x es [-2,1[, entonces el
2

dominio de f corresponde a

20) Para la funcibn dada por

f(x) =log,x, considere las siguientes
5

proposiciones.

 {S)eo

4_9j=2
25

De ellas, ¢.cuales son verdaderas?
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Al representar la expresion
1 . :
In[—6 =-6, en notacion exponencial se
e
obtiene

s 1
A) 10° ==
e

1)

o (2 =

C) e‘ezi6
e

o (L) =e

) ) ~

Al representar la expresion
3% = i en notacion logaritmica se

obtiene
1
A) —=log,— 4
) 81 O3

B) —4=log, [8%)

1
C)—=log ,3
)81 .4

D)-4=log, 3 ;
81
Al represe resion y° =x,
en notacion, logaritmica se obtiene
A)b=lo

Si —1=log,,(m+1) entonces se
cumple que
A) (2a)'=m+1
B) m+1=2a
C)(m+1)?=-1
D) (2a)™* =-1

Q)

La funcion f inversa de
g(x) =log, x, corresponde a
;

\\‘
A) f(x)=T7"

1

B) f(x) %

C)f (X

X

2 El valor de N en la expresion

log , N= = corresponde a

125
1
A) =
) 5
B) 3125
1
C) =5
D)5
. 1
Si log, x = = entonces el valor de

X corresponde a

A) 10
1

o L

c) 2

D) =
25



( 9

El valor de “c” para que se cumpla

que log, 3 = %1 corresponde a

A)

| W[

B)g

C)9
D) 3

Il
Z
@
%2

La expresion log 1
525
verdadera si

A)Nzi
625
B) N=—4

1
C)N=5%

Si log, 7° = x, ento I r
7
de x corresponde &

A)

Si log, (x +2) = > entonces el valor

W~ -

de x corresponde a

A) -1
B) 3
C) 1

-3
D) —
) 2

[Pl

El valor de “a” para que se cumpla
que%loga 8=0,5 corresponde a

A) 32
B) 16

)32
D) 2 %16

Si se cumple que § ’
entonces el val ” cor onde a

A) —32

N

valor de “x” para que se cumpla
-1 :
D)N=—

4

que log, (Zﬁ) = —2 corresponde a

A) V2
B) 8
1
2

D) =

s

C)

El valor de b para que se cumpla
que log, (7b3) =7 corresponde a

A) 49
B) 7
Cc) 7'8

D) ¥7



Si logx = -2, el valor de x
corresponde a

A) 100
1

1

100

D) (_2)10

C)

El valor de “x” en la expresion

-1
log, NEE > corresponde a

2
&

g o &
Blw ook wWIN

valor de “h” corresponde a

B) <

- \\??

A)§ ’&

|

1

B) -

Q ) 3
Si log, mvym =h , entonges el C) 6

(TP 1]

El valor de “a” en la expresion
log ,0,0625 =-2 equivale a

A) 4
B) —4
C) 0,75
D) 0, 25

El valor de xen la e
log, 0,25 = 2x corres &
A) -4

B) -1
C) 1

R

Si log, b =3, entonces log, b
es igual a

AN

1
D) —=
) 3
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|dentidades * Logaritmicas

1) log,a=1,pues a'=a
2) log,1=0, pues a°’ =1
3) log, x" =nlog, x

4) log, x +log, y =log, (x+y)
5) log, x - log, y = log, (5)
y

6) a"%* =x

lF ﬂ Compruebe las siguientes identidades logaritmicas.

10

5log, x* —% log, b°® + 6log, v/x — log, (2x3) = log, (X?] -3
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log(2x* - 7x —15) - log(4x* —9)- %Iog(x2 ~10x +25) = —log(2x - 3)

Tiempo para practicar 1.5
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A

Il parte
La expresion
3 1 9 H
logm —Elogm —logm equivale a
A) logm

1

B)
logm

C) —logm?®
D) —logm

La expresion
2log(3x —1)~log(3x* +2x ~1) es
equivalente a

A) log(x +1)

1
B) log| ——
) g(x+1]
C)Iog(gx_lj
Xx+1
x+1j
3x-1

La expresion 2x "
equivale a

A) O
B) 1
C)

D) 2

™

La expresion log, (0,8) es igual a

D) Iog(

™

A) log, 5 -log, 4

B) log, [gj

C)2
D) -2+log, 8

Analice las siguientes proposiciones.
. Si x=log, (n°) entonces x =3
Il. Si y =3log, 0 entonces y =0

De estas, son verdaderas

A) solo la .

B) ambas.
C) solola ll.
D) ninguna.
La expre@ equivale a

1
2 Q
C
Nk
Al simplificar
5

1
2log | — |-3log_a+=log_b* se
O b] On 5 (O}

obtiene
A) 3log,, a
B) 2log, a

C) log,, ab®
D) 3log,, b

La expresion
3Iog(\3/x + 6) —log(x* —36) equivale

a

A) log(x —6)
B) log(x +6)
C) —log(x - 6)
D) —log(x +6)



9) La expresion Iog(i) es
Ox

equivalente a

11) Considere las siguientes
proposiciones.

. log, (x+y)=log, x « log, y

X
n

De estas, son verdaderas

14) Considere las siguientes
proposiciones.

In3
. log.3=—
9 In5

II. 1+Inx =In(xe)

De estas, son verdaderas

3
16) La expresion log(x* -25)" equivale

a

53



* Logaritmicas

La funcion logaritmica f dada por f(x) = log, x , con a # 0, a #1, x > 0 es biyectiva, por
lo cual si log, x =log,y & x=y

Este resultado es muy importante para poder resolver algunas ecuaciones

logaritmicas.

Halle el conjunto solucion de la ecuaC|on

Ejemplo S\‘

Primero se debe expresar el nimero 1 en térmings d %ﬂtmo con base =
Asi:
2 2 _

log, (x* +x)—log, (x* - x) =log, (;)
2 2 2

Luego se realizan propiedades de i el fin de simplificar en ambos
miembros de la ecuacion:

(x +x)
log, —Iog1
2
En este momento%& aplicar la propiedad de biyectividad:

X+X

Yser la 8cuacion resultante:

= 2x+x =x% - X
(X—
= 2x? +2x =%x> - X
=2x*-x*+2x+x=0
=x?+3x=0
= Xx(x+3)=0
=x=0 vy x,=-3

Luego de obtener los valores, se deben probar, para determinar si realmente son
soluciones vdlidas de la ecuacion.



Al sustituir x = 0, se incumple el dominio de una funcion logaritmica, pues x # 0

Al sustituir x = 3, se cumple que

6 1
| —3) +-3)-1 —3) ——3)=log. 6-log, 12 =log, | — |=log. | = |=1
09, (-9 4]0, (-9 --3) o, 6l 22-1o, -t ]

Por tanto el conjunto solucién de la ecuacion es {-3}

S\
Hay ecuaciones exponenciales en las que no se pueden igualar ség§yen ambos
miembros, como las realizadas secciones anteriores. En e S aplica
logaritmos a ambos miembros de la ecuacion Q
F@e " \

Halle el conjunto solucion de la ecuacién

* Exponenciales usando logaritmos

. A N )
Ejemplo
Q \
La ecuacion, es equivalente a
Iog(3 2x+1 5X ) _ IOg(6 3x+2
Ahora, se aplican pr d garitmos, y se obtiene:
Iog(3 2x+1 )+ og 6 3x+2)
= (2x+1)lo log5k- (3x + 2)log6
= 2xlog3 + g5 =3xlog6 + 2log6
= 2 x10g5 — 3xlog6 = 2log6 —log3
X —1og5 — 3log6) =log36 —log3
36
log| —
- _ log36 —log3 > (12) _ log12 _ —log12
2log3 —log5 —3log6 3? 1 log120
log log| ——~
5.6° 120

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién es —log12
log120
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Tiempo para practicar 1.6
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La solucién de logsx? - logsx = 3
corresponde a
A) 27
B) ¥3
C) 3
D) 1

El conjunto solucién de la ecuacion
log3 = 2-log[3(x —2)]
corresponde a

La solucion de

3log x — log 3 = log 27 corresponde a

A) 81 V‘

B) 333
c) 3o

D) 73

A

El conjunto solucién de

log, (2x) + 4log, 2 =log, [%)

corresponde a

A) {160}

| ) El conjunto solucién de
log(x* —9) =log(x —3) + log(2x)
corresponde a

) { }
) {1}
C) {3}
D) {-3}

La solucién de

log, 5+10g,(2x +1) =0 corresponde a

-1
A) —
) 2

B) >
0 2
p) 2

5
En la expresion In(x+7)=0 el

valor de “x” corresponde a

A) -6
B) 6
C) -7

D) 7



(9

El conjunto solucién de La preimagen de 3 en la funcion r
_ E-2X
log¥/5+2x =% corresponde a dada por r(x)=57%* corresponde a
A) L Iog(E]
A) { } 5

1 log3

} 2 log5
1 IogB

{ } D)——Iog%}

La prei \ la funcion f

El conjunto solucién de dada p orresponde a
logx —log2 +log(x —3) =log5
corresponde a

A) {-2,5) x
B) {-2}
C) {5} C)

D)

In6
D) {0} e-In6
Si Iog x +6 =1 entonc valo
o La preimagen de 7 en la funcién f
de “x correspon 1
A) 2 % dada por f(x)=2 2 corresponde a
B) -2
C) 2y-2 A) log7 + 2log2
D) 4y -4 log2
‘ ’ B) log7 —2log2
Si log, 12 =1+log, 3, entonces el log2
valor de “b” corresponde a C) log7 -2log2
A)\\ D) log7 +2log2
B) 2
C) 3 1 3-2x
D) 4 La solucién de | — =5 es
16
aproximadamente
A) 1,80
B) —1,21
C) 2,16

D) — 3,2



La solucion de 3** =2.5% es

log2 —log3
log3 -3log5
log2-log3
log3 +3log5
C) log2 -log3
log3

D) log2 +log3
log3

La solucién de e =e .5 es

A)

1-In5

5

B) 1-In5 {
In5-1

C) 5 \

D)

In5—-1

A N
El valor aproximado de “x” para

que se cumpla que 53°. 7% =

9 7x-8
es aproximadamente

4
A) -0, 2784 ‘
B) 0, 4529
C) -2, 0731

D) 1,1783
La solueio 3 % es
5
lo
A)
)
1
B) —
) 12
o log(50)
log(150)



Modelos

terremotos.

* Logaritmicos y exponenciales

La funcién f dada por f(x) = 2e *** se utiliza para aproximar
el area en centimetros cuadrados de una herida en la piel
en “x” dias de producida.

(a) ¢Cudl es aproximadamente el area en centimetros
cuadrados de la herida el dia 5?

(b) Si el area de la herida es aproximadamente 0,493 cm?, entonces ¢ cuantos dias han
trascurrido?

La energia sismica transmitida en la superficie terrestre
se puede medir mediante la siguiente férmula logaritmica:
Log E =4,8 + 1,5M Donde M = magnitud en la escala de

Richter. E = energia sismica en Joules. Si en Japon un
terremoto fue de magnitud 7 y en Costa Rica de 6,
determine la diferencia entre la energia de ambos

60



Tiempo para practicar 1.7

Por la contaminacion, la poblacién de peces en un
estd disminuyendo segun la  formula

P_J =-0,0437t, donde P es la poblacion de peces

0
después de t afios y Po la poblacion inicial. Después de
cuantos afos habra solo el 30% de la poblacion inicial

3) El diametro “d” en kilometros de un asteroide, esta relacionado con su magnitud “g”,

mediante la funcion dada por logd =3,7 —0,2g ¢ Cual es el diametro de un cuerpo
gue tiene una magnitud de 157

5) El volumen “V” del sonido es medido mediante decibeles mediante el criterio de la
funcion V(i) =10log(i-10"*), donde i representa la intensidad medida en vatios por
metro cuadrado. Un sonido de méas de 80 decibeles produce efectos negativos en

tareas que requieren concentracion, produciendo estrés, cansancio y alteraciones de
suefio.
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Il parte

7) Se dispone de una cartulina de 1mm de espesor que se puede doblar sucesivamente
de modo que cada doblez se hace sobre el anterior. Si la relacion entre la altura h de
la cartulina doblada y el numero de dobleces x esta dada por h(x)=2*, entonces

¢Jcuantos dobleces se han realizado, si en el Gltimo se alcanza una altura de 16 mm?

8) Con la informacion proporcionada en el problema anterior, ¢cual es la altura
alcanzada de la cartulina con 6 dobleces?

10) El modelo Count es una funcion que se puede usar para calcular en centimetros la
estatura h deseable, en nifios de edad preescolar de t afios. La funcion esta dada por

1
h(t)=70,228 + 5,104 -t + 9,222 -In(t), con ZstsG.

¢ Cual debe ser la estatura aproximada en centimetros para un nifio de 2 afios?
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(A) Ju16]

©) Jo.q

(8) [116]
© [0

INNEE
INNEEE

ANEEEN
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(A) ninguna (B) ambas

(C)sololall (D) sololal

(A) ninguna (B) ambas
(C) solo la 1l (D) sololal

(8) 10.8]

4
© b3
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@) 101

(©) Jo 4]

(1Y
(A) h (X)—(Sj

(C) h™(x)=8"

®) ]-19]

(D) ]0, +oo[

(B) h*(x)=x®

1

(D) h™*(x)=x?

65
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(A) ninguna
(C)sololall

(A) 1-x

(C) log, (2x17 +X —1)

4
2

(A) (2log, x —log, y)

(©) ,/ 2log, x +log, y

(A) log, (-8x* -3)

© Iogb(x_xg’j

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(B) ambas

(D) sololal

(B) 2x" +x-1

(D) x-1

1
(B) E(Zlogb x —log, y)

(D) log, x » / 1
log, y

®) (210g,log,)

1
D) lo . /
(D) g, X log, y

PEDIDOS: 88 75 1979



(A) ninguna
(C)sololall

() [-10]

©) [-3,-1]

(B) ambas
(D) sololal

(B) [14]

(D) [-5.-4]
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Conocimiento:
Habilidades:
Modelizacion 10. Utilizar las funciones estudiadas para plantear y resolver
problemas a partir de una situacion dada.

11. Analizar el tipo de funcién que sirva de modelo para una
situacion dada

Funciones

e Y modelizacion

Escenario de aprendizaje

En Costa Rica, la flota vehicular ha crecido significativamente. En la tabla se
presenta el numero de vehiculos, desde 1983 hasta el 2005

COSTA RICA: INDICE DE MOTORIZACION.

Afio FLOTA VEHICULAR
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
2000
o
2002
2004
2005

Fuente: INEC y Registro Nacional
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Utilice una hoja de calculo [Excel] para encontrar cual modelo matematico (linea de
tendencia) logra predecir mejor el nimero de vehiculos para los afios 2018 y 2020.

Use los modelos estudiados en secundaria: lineal, polinomial de grado 2 y exponencial

DASEND DE PAGNA FOAMULAS DATOS AEVSAR VE1A ACROBAT

[T+ - ’ b - -%- 1 janat
28 ™ | v o he s | B
brdgenes Imigenss — Apficacone Gedlicen Gedficn  Power

«
enfiines O+ " pan Office~  recomendados J dnidmico~  Vew

|utrasianen Agieacione [

~ 1013823

Alar gritcos de duperuon

Flota Vehicular
1200000

1000000
BD000D
&00000
400000

200000

0123 456 7 8 9210111213141516171819202122232425
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Flota Vehicular

Eliminar

Restablecer para hacer coincidir el estilo
Cambiar tipo de gréfico de series...
Seleccionar datos,..
45 6 7 B 9 1011121514
e Agregar etiquetas de datos
Agregar linea de tendencia

Dar formato a serie de datos...

Formato de linea de te...

OPCIONES DE LiNEA DE TENDENCIA ~ Flota Vehicular y = 34957x + 73304
R?=0,9248

Polinémica
Potencial

Media mavil  Pe

Automatico
Personalizado
Extrapolar

Adelante

0123456 7 8 % 1011121314151617 18152021 22232435

Hacia atras

["] Sefialar interseccién
Presentar ecuacidn en el grafico

resentar €l valor R cuadrado en el
rafico
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. -y =1415,2x2 + 992x + 214823
Flota Vehicular RZ=0,9779

01234567 8 951011121314151617 18192021 222324325

y = 181710 e0o7aax

Flota Vehicular
R2=0,9883

1200000

1000000

. e i

012 3456 7 8 51011121314151617 18192021 222324735

7
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Tiempo para practicar 1.8

2) Una empresa telefénica cobra por mes ¢ 1 500 como tarifa basica y ¢ 65 por
minuto.

De acuerdo con la informacién anterior, indique si las siguientes proposiciones son
verdaderas o falsas:

El modelo presentado corresponde a una funcion cuadratica.
Si un cliente no hace llamadas durante el mes, el monto de su recibo telefénico
sera de €0
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A) Logaritmica. B) Lineal.
C) Cuadratica. D) Exponencial.

(&) ¢ Cual modelo describe mejor la funcién f ?
(b) ¢ Cual modelo describe mejor la funcion h ?
(c) ¢Cuél modelo describe mejor la funcion g ?

73



O

(A)
(©)

(A)
(©)

El ingreso que obtiene un duefio de un teatro esta dado por | = p«g, donde p es el

precio de la entrada y g la cantidad de personas que asisten al teatro.
El duefio se ha percatado, que la asistencia al teatro se relaciona con el precio de
la entrada (a menor precio, mayor asistencia), mediante la funciéon q =4500—2p

(a) De acuerdo con la informacién proporcionada, la relacion de la asistencia g con
el precio p, corresponde a una funcion:

I\

Logaritmica. (B) Lineal.

Cuadrética. (D) Exponencial

\‘
(b) De acuerdo con la informacién proporcionada, la r \I eso | con el

precio p, corresponde a una funcioén:
_ . A
Logaritmica. (B) Lineal.

Cuadrética. (D) Exponencial

\\\
(c) Determine el criterio del ingreso gun elYpreeio p.

»

(d) De cuanto sera el ingreso, ecio de €2 000 la entrada

Considere la siguiente takv

X 81‘2(\\9 3 1

4 ‘@ 2 1 0

De acuer rmacion anterior, indique si las siguientes proposiciones son
verdade

delo presentado corresponde a una funcion logaritmica.

1
a agendeges -1



Parte B

En cada caso, con la ayuda de una hoja de calculo, determine la funcién que mejor
describe el comportamiento de los datos y establezca una prediccion, segun se le
solicite.

La siguiente tabla es tomada del Estado de la Nacién, y en ella se presenta el salario
minimo, en colones, establecido en Costa Rica, desde 1996 hasta el 2014.

37646 | 45240 | 51584 | 5760 63544 | 71968 | 77584 8535&%08888

122694 | 135356 | 156625 | 170950 | 187043 | 198681 | 2111 42371

Determine la funcién lineal, cuadratica y exponenci a estos datos.

Determine cual de las funciones describe mejor € tamiento de los datos

Utilice la férmula del punto anterior, para pre r@ minimo para el 2025.

N
Segun datos del Estado de la Nacién, el promedio de personas que viven en

cada hogar, ha disminuido en las uUltimas décadas. Seguidamente se muestran

los datos:
h W

44| 44| 42| 4 2| 41| 41| 40| 41| 41| 40

3,9 3,9 3,8 7 3,6 3,6 3,5 3,5 3,4 3,4 3,3
Determine ion lingal, cuadratica, exponencial y logaritmica que se ajustan a
estos dato

De ine cua as funciones describe mejor el comportamiento de los datos

util agumula del punto anterior, para predecir el promedio de personas que

er un hogar costarricense en el 2032



S

En el Estado de la Nacién muestran el crecimiento de profesionales que trabajan
en el sector de educacién. En la tabla se muestran los datos correspondientes a
los afios del 2001 a 2014

85007 | 91895| 98376 | 95770 | 104 079 [ 108 409 | 110 589

112552 | 114 628 | 134936 | 124 741 | 140 332 | 139179 | 142 18
Determine la funcién lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica S na
estos datos.

Determine cual de las funciones describe mejor el comporta tos
Utilice la formula del punto anterior, para predecir el nume\ ionales que

trabajaran en educacion en Costa Rica para el afio ZOQ\
PV o

Un comerciante realizd un pequefio estudio para determinar la relacién que hay
entre la inversion en publicidad mensual y las ganancias. La tabla resume los
datos. Las cantidades estan dadas en miles de colones.

a

50 55 40 32 12

Ganancia 7 8 14

Determine la funcién que mejor desgrib@el comportamiento de los datos
Utilice la formula del punt rior, para deducir las ganancias al invertir ¢18 000
en publicidad.

¢;Cuanto deber
aproximadame

comerciante para esperar una ganancia de

Una profesora, preocupada por el ausentismo de los estudiantes, hizo un estudio,
con el fin de establecer una relacibn entre en nimero de ausencias y las
calificaciones del trimestre. La informacion se resume en la tabla:

A 4

A\

@'eo 90 | 85 |85] 70 |50]| 80 | 85 [45]40] 70| 85

Determine la funcion lineal, cuadratica y exponencial que se ajustan a estos datos.
Determine cudl de las funciones describe mejor el comportamiento de los datos

Utilice la formula del punto anterior, para estimar la nota de un estudiante que falta
10 veces durante el trimestre.



(A) $200 (B) $400
(C) $900 (D) $1800

(A) el salario “S” (B) 45000

(C) 3000 (D) la cantidad de
pantalones “p”

(A) C(m) = 1700 + 20m (B) C(m) =1700m + 20
(C) m(C) = 1700 +20C (D) m(C) = 1700C + 20

(A) 500 (B) 25
(Ot (D) 21
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(A) G(t) = -20 000 + 120 000t
(C) G(t) = -20 000 - 120 000t

(A) ¢48 000 000
(C) ¢40 480 000

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(B) G(t) = -20 000t + 120 000
(D) G(t) = 20 000t + 120 000

(B) ¢48 800 000
(D) ¢ 45 760 000
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Analice el siguiente escenario:

En una empresa de venta de paquetes turisticos, a los empleados se les ofrece
2 formas de pago salarial por semana que pueden escoger.

Forma A: un salario base de €110 000 mas €24 000 por paquete vendido
Forma B: un salario base de ¢170 000 mas €18 000 por paquete vendido

Con base en la informacion anterior, conteste las preguntas 9y 10 \%
Considere las siguientes proposiciones
l. El salario de un empleado segun la form a ue logra
vender por semana 8 paquetes turisti 2 000
aSysal

Il. Si un empleado vende 12 paquete ario mediante la
forma B

¢,Cuadl o cuales de ellas son verdaderas\
(A) ninguna (B) ambas
(C) solo lall (D) sololal

dos formas de 0

An(c&xvte escenario:

Luego de modelizar una serie de datos, el duefio de un automovil, logra relacionar

el costo en colones “C”, segun la velocidad “v” (en km/h). El criterio obtenido fue
C(v) =0,015v?-2,5v +120, con 10<v <120

¢, Cuantos paquete@rse para que el salario sea el mismo en las

Con\ﬂn Ta informacion anterior, conteste las preguntas 11, 12y 13
La velocidad aproximada, en km/h, para la cual el costo es el minimo,
corresponde a

(A) 10,00 (B) 83,33

(C) 95,00 (D) 32,48
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INEEEN

(A) ninguna (B) ambas
(C)sololall (D) sololal

Costa Rica: Nimeros de casos de Dengue en el periodo 1993 - 2009

1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

(A) [1996,1998] (B) [2007,2008]

(C) [1994,1996] (D) [2003,2005]
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(A) [2002,2006]

(C) [2000,2003]

(B) [1996,1997]

(D) [1993,1997]

L]

(A) 1,53

(C) 7,5

(A) 0,76
(C) 4,59

(B) 4,9
(D) 1,24

(B) 2,86
(D) 1,53
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Las ganancias “G” que obtiene una compania en miles de colones segun la
inversion “x” en publicidad (en miles de colones) esta dada por
G (x) = - 3x%2 + 3000x. Segun esta informacion, considere:
l. La ganancia maxima posible es de 750 000 colones
Il. Si se invierte mas de 1 000 0000 de colones en publicidad, la
compafia tendra pérdidas.
De ellas, son verdaderas
(A) ninguna (B) ambas
formacion,

(C) solo la li (D) sololal

Cierto calmante, varia su efectividad “E” en el tiempo
E (t) = - 3t? + 18t, donde “t” es el tiempo en horas. S&gy
considere:

l. El calmante tiene efectividad durante G0

Il. La maxima efectividad del calmant; as 6 horas de

haberse suministrado

De ellas, son verdaderas R N
(A) ninguna (B) ambas
(C) solo lal (D) sololal
La funcién de costo total de mptesa esta constituida por ¢1 860 000
mensuales fijos, mas ¢ C unidad producida. Ademas la funcion
de ingreso “I” en calones estg elada por I(x) = 6000x, donde “x” es la
cantidad de articulo ducid®s y vendidos por mes. ¢Cual es la minima

cantidad de u% ben venderse para tener alguna ganancia?

a pari& telefénica tiene dos planes telefonicos para servicios méviles.

En 0 se cobra una mensualidad de #3500 mas ¢80 por cada minuto

llamadas nacionales. En el segundo plan, cobra 100 por minuto en

a nacional mas €3 100 fijos mensuales. Segun esta informacién,
cohsidere las siguientes proposiciones:

l. Si se realiza 20 minutos en llamadas nacionales en un mes, el monto
a pagar en ambos planes es el mismo.
Il. Si una persona en promedio realiza 2 horas de llamadas nacionales
al mes, le conviene utilizar el segundo plan.
De ellas, son verdaderas
(A) ninguna (B) ambas

(C) solo lall (D) sololal
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Una empresa adquiere el mismo dia dos maquinas industriales. La maquina
M a un costo de ¢ 7000 000 y la maquina N a ¢6 5000 000. Ambas magquinas
se devaluan anualmente respecto al precio de adquisicion en ¢ 800 000 y
€550 000 respectivamente. ¢ Cuantos afios deben transcurrir para que My
N tengan el mismo valor?

Un comerciante fija los precios de la venta de sus articulos mediagte una
relacion lineal, segun el precio de compra. Asi un pantalén que uiere
en €8 400, lo vende en €12 000, mientras que una camis a

en ¢4 800, la vende en €6 000. ; En cuanto compré una p 0 a cual

vendié a un precio de ¢50007?

N\

\

A J
Una empresa paga ¢ 24 a otra compagi 'qhetar sus productos. Si la
empresa produjera sus propias etiq to en colones de produccion
“C” segun la cantidad “x” de etigugtas dado por C(x) = 6x + 180 000.

¢,Cuadl es la cantidad minima de
gue a partir de ella le sea rehtak
.

quetas que debe utilizar la empresa, para
e pr@ducir sus propias etiquetas?

(A) 180 001 (B) 2250
(C) 8001 (D) 10001

Con dos w cuyas capacidades de carga son respectivamente
de 3 tonéjadaS. Se hicieron en total 23 viajes para transportar 80
tor% adera. ¢ Cuantos viajes realiz6 el camion B?

ara una actividad del colegio, se haran helados para vender. El costo por
un helado tamafio regular es de £180 y por uno pequefio ¢120. Si se dispone
de €18 000 y quieren hacer 140 helados, ¢cuantos helados de tamafio
regular se podran hacer?

(A) 40 (B) 20
(©) 120 (D) 100
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(A) ninguna

(C)sololall

(A) ninguna
(C)sololall

(A) 259
(C) 531 441

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(B) ambas
(D) sololal

(B) ambas
(D) sololal

(B) 36
(D) 265 720
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(A) 20 (B) 35,3

(C) 148 (D) 15

(A) 5 (B) 0,7

(C) 5 050 648 (D) 4 005 000



HNAEEN

(A) 1,3 (B) 25,6
(C) 354,8 (D) 55,4
(A) 763 (B) 1264
© 7 (D) 35
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(A)
©

f(x)=e*

f(x)=ax,a<0

f(x) = 8+2"

f(x)=8x+2

y

Ganancia ’
|
T

Inversién
(B) f(x)=ax®+bx, a<0

(D) f(x)=log, x,a>0,a=1

(B) f(x)=8x*+2x

(D) f(x)=8log, x

(B) f(X)=x*+x

(D) f(x)=-3log, x
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(A) lineal (B) cuadrética
© exponencial (D) logaritmica

(A) lineal (B) cuadratica
© exponencial (D) logaritmica

(A) f(x)=ax*+bx+c, a=0 (B) f(x)=log, x,a>0a=1

a

(C) f(x)=a*,a>0, a=1 (D) f(x)=log, x,a>0,a=1

(A) f(m)=2°" (B) f(m)=m?+2m

© f(m)=2+3m (D) f(m)=|og%m
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f(x) =5x+10 (B) f(x)=3+5"

f(X) =5%* +8x + 2 (D) f(x) =15 +log; x

G(P) =19-P +10000 (B) G(P)=19500+2"
—p? (D) G(P) =38000-log(P)

G(P)=—— +40-P
00

P(d) = 50+4° (B) P(d)= 4'd5+ >0

4 (D) P(d) =50-log, (5d)

P(d)=—— +50-d
(d) =
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lineal

cuadratica

exponencial

logaritmica

exponenciales

logaritmicas

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(B) exponencial

(D) logaritmica

efecto del
medicamento

(B) lineal

(D) cuadratica

| memoentons |

x_punto de equilibrio

(B) lineales Osriande

(D) cuadraticas
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Conocimientos:

Medidas de
variabilidad y
diagrama de
cajas

Estadistica

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

Habilidades:

1.
2.

Identificar la importancia de la variabilidad para el analisis de
datos.

Reconocer la importancia de la variabilidad de los datos
dentro de los andlisis estadisticos y la necesidad de
cuantificarla.

Resumir la variabilidad de un grupo de datos mediante el
uso del recorrido, el recorrido intercuartilico, la variancia o la
desviacién estandar e interpretar la informacion que
proporcionan.

Utilizar diagramas de cajas para comparar la posiciéon y la
variabilidad de dos grupos de datos.

Emplear la calculadora o la computadora para simplificar los
calculos mateméticos en la determinacion de las medidas de
variabilidad.

Resolver problemas del contexto estudiantil que involucren
el andlisis de las medidas de variabilidad.

¢ Variabilidad

PEDIDOS: 88 75 1979



e Recorrido

Es la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de un conjunto de datos.
Aunque esta medida es un referente de variabilidad, no es una buena medida debido
a que depende exclusivamente de los valores extremos. Si uno de ellos (maximo o
minimo) se comporta muy diferente al resto de las observaciones, entonces el
recorrido tiende a sobredimensionar la variabilidad de los datos.

e Recorrido Intercuartilico

ari ; decir

ue esta
encia de los
utilice para su

Esta medida corresponde a la diferencia entre el tercer y el prime
corresponde al rango de variabilidad de 50% de los valores c
medida es mucho més precisa que el recorrido total pues eli
valores extremaos, para mayor precision se requiere de un

calculo todos los datos del conjunto. Q
a

e Varianza

La varianza es un indicador estadistico de m '\dlspersmn es decir, mide la
cantidad de variacién de una variable jsticAN\ES equivalente a la suma de los
cuadrados de las diferencias de loseda una lista con respecto a su media y
dividida por el nimero de datos n se representa con el simbolo ¢?

(xl_;)z F(x =)+

si los datos conforman toda la poblacion

X—X

si los datos conforman una muestra
Cuando se r dos grupos de una misma naturaleza, va a ser mas
variable aq na mayor variancia.

e Desviacion estandar

Comgi ;ianza estd constituida por la suma de cuadrados de las desviaciones, las
unidade®de medida que tienen los datos quedan al cuadrado; para simplificar esto se
acostumbra obtener la raiz cuadrada de la variancia. Esa nueva medida, se llama

desviacién estandar: o =+/varianza . Entre mas grandes sean los valores que tome la

desviacion estandar, mayor sera la variabilidad del conjunto de datos. Indica cuanto
pueden alejarse los valores respecto al promedio (media).
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La administracion de un colegio esta preocupada por el
rendimiento de un grupo de estudiantes en el | parcial de
Estudios Sociales, pues el promedio del grupo fue de 63,8.

Estas fueron sus notas m m

Un estudiante, en defensa del grupo, aclar6 que ese promedio no refleja el rendimiento
de la mayoria, puesto que existe una nota muy baja, de un compafiero que no estudié
para la prueba porque se iria a vivir a otro pais.

Realice un analisis de variabilidad tomando en cuenta todas las notas, y luego otro, en
el que se elimina la nota mas baja.

Recorrido
Primer Cuartil

Tercer cuartil

Recorrido intercuartilico
Promedio

Calculo de varianza
Notas (% —x) (% _I)Z
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2609, 6
0-1

De este modo la varianza es o? =

= 289,95 vy la desviacion estandar
0 =+/289,95 ~17,02

Esta desviacion estandar es considerada muy grande y puede deberse a la nota atipica
del estudiante que se iria del pais. Se puede pensar en eliminar ese dato y repetir el
célculo.

indica que las calificaciones se dispersan en un rango de 58

expresa que el 50% de las notas centrales s rsan en
un rango de 13,25
. x\x
Para este caso, usaremos la calculadora cientifica. \
CASIO fx-510ES PLUS ‘
Para ingresar al modo estadistico se presiona [
MODE <
v Para ingresar los datos - Ediciones
CASIO
| Sk SHIFT|[A] con o
, : despliega un 1 S Mg
= : o 0 ( 4 . }
By RGN funciones estad e | S U (o) L.J\/ |

7:TABLE 3

SVECTOR - agcoge 2: Dat | S ,'

: | 9® 0D

Aparecera una tabla, en la cual se cando los 00909000 |
arun

datos. Cada vez que se va a evo dato, se | '

_ PDOVDOVD |
estana e | CVOVDOD
En este caso introd os'gs Pvalores: N.7/\8 /(9 &HES |

721160 |6 2 +73 7011 6011174/} 70 | ~
Para gr el

. . .. 0 o Hx10*/1 Ans i\ = /§
dio se sigue los siguientes pasos: S -

576
>
(0}
- Var] [2:X] .

| WO
X
|

1IN (9]
{w §
+

|

Para la desviacion estandar, se sigue: —

En este caso la desviacion estandar bajo considerablemente a 5,90. Al eliminar el 18 de
calificacion, los datos restantes muestran mas concentracion alrededor de la media.

Por tanto la defensa del estudiante parece que si tiene un buen sustento estadistico.
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e Diagrama de cajas

Mediante la ubicacion de cuartiles, se describe cémo es la distribucidon, su grado de

asimetria, los valores extremos y la posicion de la mediana.

El diagrama consta de una caja que se inicia con el primer cuartil y termina en el tercero
por lo que la magnitud de la caja representa el rango o recorrido intercuartilico.

La linea que atraviesa la caja es la mediana.

el maximo valor del conjunto de datos.

Cuartil  pyegiana

l

bigotes

{ ¢

R
Punto minimo v Punto maximo
Recorrido

intercuartilico
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Escenario de aprendizaje

Una compaiiia que ofrece servicios de Internet, desea hacer un estudio sobre uso de
redes sociales. Para iniciar, se consulta a dos grupos de estudiantes sobre la cantidad
de horas que acceden a Internet por semana.

La idea, es trabajar con aquel grupo que presente menos variabilidad y que tenga
mayor acceso a Internet

Grupo A

l2|5]1]10]415]0]13]8 6|56 |a|17]]8]11]11]7]6[o]7]10]10]5|6]8] 7]6]s]

1]al2|7]7]s]o|5|2|a|s|5|2]5]1]3]s|2|0|3]20|14]1]18]2]a]2|20]2]1)

Determine cual grupo presenta menos variabilidad.

Con guia del docente, analice el diagrama de cajas que resume la variabilidad de datos.

97
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Media

Mediana

Moda  oda

M

PEDIDOS: 88 75 1979

lana




Tiempo para practicar 2.1

1 El profesor de Biologia desea hacer un estudio
comparativo con respecto al rendimiento de los estudiantes
de las secciones 10-1 y 10-3. En ambos grupos hay 22
estudiantes.

Secciéon 10 -1

(a) Complete el cuadro con lo que se solicita

Seccion 10 -1 Seccion 10-3

Valor maximo

Valor minimo

Recorrido

Cuartil 1

Mediana

Cuartil 3

Recorrido intercuartilico
Varianza

Desviacién estandar

b) ¢ Cudl grupo presenta menos variabilidad? Justifique.

El tiempo de espera aproximado en
minutos (lapso que tra}scurfe desde I_a hora
en la que se le asignd la cita al paciente y
el momento en que se le atiende), en un MaX|m9
EBAIS del pais, fue resumido a través de
la informacion adjunta. Cuartil 1

Cuartil 3

Determine.

(a) Desviacion estandar
(b) Valor minimo

c) Recorrido intercuartilico
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d) Segun la informacién anterior, indique cuales proposiciones son verdaderas

La hora de espera varia en un rango de aproximadamente 17 minutos
con respecto al promedio.

La mayoria de pacientes tuvieron un tiempo de espera de 34 minutos.

Ningun paciente tuvo que esperar mas de hora y media para ser
atendido

3) Una empresa que vende paquetes turisticos desea establecer un stand para
promocionar diversas actividades. Para ello indagan en 3 hoteles sobre la
cantidad de turistas que ingresan diariamente, durante 15 dias. La informacién
esta resumida en el diagrama de cajas.

Tunstas que ingresan dianamente durante 15 dias

(a) De acuerdo con los datos proporcionados, complete con la informacion que
se le solicita.

Turistas que ingresan diariamente
Hotel A Hotel B Hotel C

Cuartil 1
Cuartil 3
Mediana

Recorrido
intercuartilico
Recorrido

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO PEDIDOS: 88 75 1979
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(b) ¢Cual hotel representa la asimetria positiva mas marcada?

(c) ¢Cual hotel alcanzé el nimero de ingresos mayor en un dia? ¢Se puede
asegurar que ese hotel obtuvo el mayor promedio de ingresos de turistas?

(d) Si la compafiia desea instalar su Stand en el hotel que mantenga menor
variacion con respecto al nimero de ingresos diarios de turistas, ¢.cual hotel
escogeria?

e) Segun la informacién dada, indique cuales proposiciones son verdaderas

En el 25 % de los dias, el ingreso en el Hotel 3 fue menor o igual a 6
personas.

Los ingresos diarios de turistas, comprendidos entre el 25% y 50% de
los dias, fueron mas dispersos para el Hotel 3 que para el Hotel 1

El 50% de los dias, el nimero de ingresos en el Hotel 2 es de 11
turistas o mas.

Los valores extremos mas distantes, se presentan en el Hotel 3, por
tanto es donde hay mayor concentracion de datos.

Durante los 15 dias, al menos hubo dos nuevos ingresos de turistas
en cada hotel.

En el Hotel 1, el 25% de los dias hubo un ingreso de turistas mayor o
igual a 11, mientras que en el Hotel 3, fue el 50% de las veces que el
ingreso iguald o supero los 11 turistas diarios.

4) Una familia desea hacer un tour al
avistamiento de ballenas en el
Pacifico Sur de Costa Rica en el
sétimo fin de semana, para lo cual
busca informacibn de tres
compafiias que han prestado el Primerfin de semana
servicio en los 6 fines de semana | S€gundo fin de
anteriores. semana

Tercer fin de semana

Compaiiia
Ballenas
por fin de sema

Cuarto fin de semana
Quinto fin de semana

Sexto fin de semana
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5) Un empresario agricola tiene dos opciones de compra de terrenos para cultivar
una especie de planta ornamental, la cual es muy delicada con respecto a la
variacion de la temperatura. Por ello, pide un registro de las temperaturas
promedio en grados Celsius mensuales durante dos afios, con el fin de
establecer una comparacion.

La informacion se presenta en los siguientes diagramas de cajas.

20 22 24 26
a) ¢En cudl zona le conviene cultivar la planta ornamental?

b) Determine, de modo aproximado el recorrido intercuartilico de cada zona.

c) Segun la informacién dada, indique cuales proposiciones son verdaderas

Las temperaturas muestreadas en la zona B se dispersan en un rango
de 14° C

En la ciudad A el 50% de los datos centrales se dispersan en un rango
de 17 °C

El 50% de las temperaturas muestreadas en la zona A fueron mayores
o iguales a 22°C

La diferencia entre la temperatura promedio maxima de la zona A
con respecto a la zona B fue de 2° C

La asimetria que presenta la zona A es negativa

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO PEDIDOS: 88 75 1979
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6) En latabla, se presenta la estatura de 20 deportistas, 10 que practican fatbol y
otros 10 que juegan baloncesto.

(a) Determine la desviacion estandar correspondiente a la estatura de ambos
grupos de deportistas.

(b) ¢ Existe una diferencia considerable entre la variabilidad de los datos de ambos
grupos?

El diagrama de cajas que representa los datos es el siguiente:

Futbolistas

Basquetbolistas

(c) Segun la informacién dada, indique cuales proposiciones son verdaderas y
cuales falsas

El tercer cuartil del grupo de futbolistas es menor que el primer cuartil
del grupo de basquetbolistas.

La diferencia entre el basquetbolista mas alto y el futbolista mas bajo,
es de poco mas de 30 cm.

ElI50% de las estaturas de los futbolistas se ubican entre 1,72my 1,85

El valor de la mediana de las estaturas de los basquetbolistas es
menor que la mayor estatura de los futbolistas.

La distribucion de estaturas de los futbolistas presenta una leve
asimetria positiva
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7) En la actualidad, estd tomando fuerza las modalidades virtuales de estudio, sin
embargo existen muchas interrogantes acerca de si la formacién no presencial
aporta los mismos beneficios que la formacion presencial. Para comprobar lo
anterior, un investigador aplica el mismo examen a 62 estudiantes del sistema
presencial y a 62 estudiantes del sistema no presencial y compara las notas
obtenidas en el examen.

El investigador resume los datos (notas obtenidas) de ambos grupos en
diagramas de caja, como se ven a continuacion.

Grafico de cajas: Calificaciones de examenes
segun modalidades presencial y no presencial

0
0]
e

2
%)
©
o

=

©

O

Presencial No presencial
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8) El siguiente gréafico de Devoluciones mensuales por tienda durante el 2016
caja muestra la
cantidad de
devoluciones
mensuales que
recibieron 5 tiendas
de componentes

Numero de
devoluciones

electrénicos durante
un afo. La eficiencia
de las tiendas se mide
segun la cantidad de
devoluciones.
Evidentemente, entre
menos devoluciones
se reciban, es mejor.

Tiendas A

Responda las siguientes preguntas referentes a las gréaficas anteriores
(a) ¢Cual es la tienda que es menos variable en cuanto a las devoluciones?

(b) ¢Cual tienda tiene la mediana mas alta?

(c) Como la tienda B fue la que obtuvo en un mes la menor cantidad de
devoluciones, ¢,se podra concluir que es la tienda mas eficiente? Justifique.

335 39 41 45
Afios

En ambas empresas al menos un 50% de sus empleados tienen 30 afios
0 mas.

El recorrido intercuartilico de las edades de los trabajadores de la empresa
A es mayor que el de los empleados de la empresa B

Un 25% de los empleados de la empresa A tiene 41 afios 0 mas.

Entre los empleados de ambas empresas, el de menor edad es de la

empresa B




106

Conocimientos:

Habilidades:
Medidas 6. Reconocer la importancia de emplear medidas relativas al
lati comparar la posicién o la variabilidad entre dos o mas grupos
L de datos.

Aplicar estandarizacién y el coeficiente de variacion para
comparar la posicién y variabilidad de dos o mas grupos de
datos.

» Coeficiente de variacion

Los duefio del local Amanecer, revisa el consumo de
electricidad y agua durante el 2016. La informacién se
resume en la siguiente tabla

Electricidad

Agua en m?

| Promedio | Desviacion Estandar
Electricidad en Kwh
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Coeficiente de variacion
Electricidad en Kwh
SUGE 100 ~ 16,74
241,41
Agua en m®
- A «100 ~ 16,95
24,66

Note que los conjuntos tienen una variabilidad relativa muy similar, levemente mas
homogéneo el consumo de electricidad. Esto era complicado determinarlo solo
analizando la desviacién estandar de cada conjunto de datos. Q\

\

e Estandarizacion o tipificacion de medidas

Cuando se efectlan comparaciones en cuanto a la posi \;\en dos o0 mas

valores ubicados en contextos diferentes, se debe elimi | contexto.
Una forma de hacerlo consiste en estandarizar los dato la formula:

i

(>

El duefio del local Amanecer desea comparar el consumo
Ejemplo 2 de Kwh en el mes de enero del 2017, con su amigo, que
también tiene una tienda de la misma linea de mercaderia,
llamada Crisol. La idea es verificar si existe algun cambio
significativo luego de pasadas las fiestas de fin de afo.

El duefo de Crisol le comenta que el consumo eléctrico bajé considerablemente en
enero, al llegar a 200 Kwh. Sin embargo, el duefio de Amanecer esta seguro de que su
ahorro fue mucho mayor, a pesar de tener un consumo de 216 Kwh. Si la desviacion
estandar y el promedio durante el afio anterior en el local Crisol fueron de 38,2 Kwh y
221,34 Kwh respectivamente y en Amanecer 40,43 Kwh la desviacion estandar y
241,41Kwh el promedio. ¢ Cual tienda tuvo un mayor ahorro relativo en enero del 201772

re Mparaciones es necesario analizar los promedios y desviaciones
elNafnaanterior en ambas tiendas, de modo que se pueda estandarizar los

d ionados.
Estandarizacién, consumo de electricidad en enero 2017
Amanecer —
216 241,41 ~ 0,62

40,43

Crisol —
200 22134 ~_0.,55
38,2

Al obtener cantidades negativas en ambos casos, significa que tanto la tienda Amanecer
como Crisol efectivamente presentaron una disminucion en el consumo de electricidad,
en comparaciéon con el promedio y desviacién estandar reportados del afio anterior.
Ademads, quien obtuvo un mayor ahorro fue la tienda Amanecer.
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Tiempo para practicar 2.2

1) El profesor de Matematica de un colegio técnico
desea hacer un estudio comparativo con respecto al
rendimiento de los estudiantes en las materias de
Informética y Logistica. Los datos se resumen en la
siguiente tabla

Informéatica Logistica
Varianza
Promedio

En la semana de estreno de una pelicula de suspenso, se habilitan 3 salas de cine
con la misma capacidad, en dos diferentes centros comerciales del pais. La tabla
muestra el promedio y desviacién estandar diarios relacionados al numero de
personas que asistieron en esa semana a ver la pelicula.

Centro Centro
comercial 1 comercial 2

Desviacion estandar
Promedio

3) A continuacion se presenta las estadisticas del MEP relacionadas con la desercion

estudiantil entre los afos 2001 y 2006, tanto en sétimo como en undécimo nivel.
NUmero de estudiantes que abandonaron los estudios formales

2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006

Undécimo
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El salario en miles de colones de 10 trabajadores de dos compafiias se detallan
en la siguiente tabla:

Comgaﬁ'a 520 | 486 | 965 | 508 | 302 | 786 | 345 | 764 | 486 | 486
Comgaﬁ'a 975 | 800 | 306 | 428 | 387 | 387 | 310 | 510 | 803 | 459

Segun la informacién proporcionada, determine:

Los coeficientes de variacion para cada compafiia.

¢Cual compariia presenta mayor variabilidad relativaye
salarios? 0\
VN

Tres departamentos de una empresa fabrican diferentes componentes
electrénicos. Durante el 2016, se obtuvo las siguientes estadisticas de produccion
mensual:

P\ W N
Departamento A | Departamento B Departamento C

Promedio 12 764,4 S%&w 5017,3
Desviacion estandar 608,3 0,7 98,1

Segun la informacién proporciona

Los coeficientes de vafi@eion paracada departamento.

¢, Cuél departame mayor variabilidad relativa con respecto a la
cantidad de uni rodticidas?

En el mes 2017, las producciones generadas en los tres
departam siguientes.

Departamento A | Departamento B Departamento C
11 549 976 4 997

ermipoSrelativos, ¢en cudl de estas empresas la produccion durante el
nero del 2016 fue mayor?

Dos amigos cursan undécimo nivel en diferentes instituciones, uno estudia en
Limon, mientras que el otro en San José. En marzo realizaron el | examen parcial
de Matematica del | trimestre. En el colegio de Limén, el promedio de
calificaciones fue 82,6 con una desviacion estandar de 11,2; mientras que en el
liceo de San José, el promedio fue de 74,2 con desviacién estandar de 15,3.

El estudiante de Limén obtuvo un 80 y el de San José un 78 en dicho examen
de Matematica. En términos relativos, ¢ cual estudiante obtuvo la nota mayor?



(

v

La estatura promedio de los hombres en India es de 165,3 cm con una desviacion
estandar de 8,7 cm; mientras que en Alemania el promedio es de 180cm, con
una desviacion estandar de 12,2 cm [Considere que estos datos son para
varones mayores de 19 afios]. Un habitante de India mide 164 y un aleman
178cm. En términos relativos, ¢quién tiene mayor estatura segun su pais de
origen?

En un circuito educativo del MEP se desea seleccionar a un estudiante de
undécimo nivel para que compita en un concurso académico a nivel regional.
Para ellos se proporciona al equipo de jueces la informacion de cuatro
estudiantes con mejores promedios, cada uno de un distinto centro educativo del
circuito. Se decide seleccionar al estudiante con mejor promedio relativo durante
el trimestre anterior. La informacion se resume en la siguiente tabla.

a X\ N
Estudiante Promedio trimestral del | Promedio en | Desviacion
estudiante undécimo nivel estandar
Beltran 93,8 , 53
Atilana 94,4 ) 4,2
Candida 91,3 2,1
Beregiso 96,8 7 3,6

¢, Cual estudiante seréa selecciona

La siguiente tabla muestra dato
los estudiantes en la prueba de Quil
ficticia]

¢ El estudiante A obtuy unt@s e’ el examen o Media Desviacion
. ANo 2. .
de Quimica en el 5. aritmética | estandar
e El estudiante B ntos el examen de 2015 82,68 5,93
Quimica en 2016 76,28 8,03
e Elestudia 63 puntos el examen de 2017 69,82 7,84

Quimica

ficiente de variacion es aproximadamente 7,17.
El coeficiente de variacion de las puntuaciones en el examen de Quimica en
el 2016 es 0,19 menor que el coeficiente de variacion de las puntuaciones obtenidas en
el examen de Quimica en el 2015.

En los datos sobre las puntuaciones obtenidas por los estudiantes en el 2015,
la posicion relativa del estudiante A fue de aproximadamente - 0,5.

Si consideramos la puntuacion del estudiante B en el 2016 y la puntuacion del
estudiante en el C en el 2017, entonces el estudiante C fue el que obtuvo la mejor
posicion relativa.
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-~ W

40 55 64 72 78 84 96
Calificaciones

(A) ninguna (B) ambas
(C)sololall (D) sololal

INREEN

(A) ninguna (B) ambas

(C) solo la 1l (D) sololal
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(A) ninguna (B) solo la ll
(C) ambas (D) sololal

Min Max
e " H
1 Q; Q

3

e
8 13 17 25 29

(A) ninguna (B) solo la 1l

(C) ambas (D) sololal
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(A) ninguna
(C) ambas

(A) solo la ll

(C) ambas

(B) solo la ll
(D) sololal

Q Q Q

2317 25 274" 2870 3

(B) ninguna

(D) sololal

113
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(A) solo la ll (B) ninguna
(C) ambas (D) sololal

(A) solo lall (B) ninguna

(C) ambas (D) sololal

INNENE
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(A) solo lall (B) ninguna

(C) ambas (D) sololal

(A) solo la ll (B) ninguna

(C) ambas (D) sololal




Promedio Desviacién Estandar
Familia M 24 .4 2,62
Familia N 21,0 4,21
Familia R PASHS) 2,08
(A) ninguna (B) solo la ll

(C) ambas

(A) 3,4
(C) 10,86

(A) ninguna
(C) ambas

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(D) sololal

(D) 1,59

Media Variancia

Brasil

406 68,6

Finlandia

(B) solo la ll
(D) sololal

PEDIDOS: 88 75 1979
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(A) ninguna (B) solo la ll
(C) ambas (D) sololal

(A) 44,28

(C) 2,25

(A) solo la ll (B) ninguna

(C) ambas (D) sololal
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Asignatura | Media Desviacién Nota obtenida por
Estandar Teodoro
Espaiol 82,4 6,1 81
Quimica 72,6 6,0 78
Biologia 87,3 5,8 82
Inglés 91,2 7,3 80

(A) Espafiol
(C) Biologia

(A) Espafiol
(C) Biologia

(A) Espariol

(C) Biologia

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(B) Quimica

(D) Inglés

(B) Quimica
(D) Inglés

(B) Quimica

(D) Inglés
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Ventanilla | Media Desviacién
Estandar
1 6,5 2,5
2 4 1,9
3 7 2,3
4 6 2,1

) 1
© 3

(B) 2
(D) 4

119
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Colegio Media Desviacién
Estandar
M 74 6
N 78 8
R 81 11
T 68 6

(A) solo lall
(C) ambas

(A) Egipciaca

(C) Anastasia

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO

(B) ninguna

(D) sololal

(B) Hilario

(D) Apolonia
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En un grupo, se realiza una prueba de resistencia, que consiste en correr
una milla. El tiempo, en minutos, se resume en la siguiente tabla.

Estudiante | A B C D E F G H |
Tiempo 55/6,3|42|66|78|50(89[69|7,0

l. El tiempo obtenido en la prueba de resistencia, se dispersa de la media en
1,35 minutos, aproximadamente.

Il El 50% de los que realizaron la prueba de resistencia, tardaron 6,6 minutos
0 Mas.

De ellas, ¢,cual o cuales son verdaderas? \
(A) ninguna (B) solo la ll
(C) ambas (D) sololal \
Analice el siguiente escenario: \Q
a@

En el “Word Champions Ships London 2017”, para el lanzamiento de jabalina en la
rama femenina, hubo un promedio de 66, 09 metros y una desviacion estandar de
0,62m. En la rama masculina la media fue de 89,31 metros, con una varianza de
0,49 metros.

El checo Jakub Vadlejch obtuvo un resultado de 89,73m; mientras que su
compatriota Barbora Spotédkova obtuvo 66,76m

Con base en la inform & conteste las preguntas 16 y 17

ximada, entre los coeficientes de variacion de los
alina en la rama femenina y masculina, corresponde a:

La diferegfitia a
Ianz?i e
(A) 0,78 - (B) 0,93
©) 1,71 (D) 0,15

\v
gun la informacion proporcionada, considere las siguientes proposciones
l. Los resultados en lanzamiento de jabalina fueron mas variables en la rama

masculina, comparados con la rama femenina.
Il La posicion relativa de Jakub fue mejor que la de Barbora
De ellas son verdaderas
(A) ninguna (B) solo la ll
(C) ambas (D) solo la |
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Conocimientos:
Simetria Axial Habilidades:
Determinar ejes de simetria en figuras simétricas.
Identificar elementos homologos en figuras que presentan
simetria axial.

Trazar figuras simétricas utilizando un sistema de ejes
coordenados en el plano.
Resolver problemas relacionados con la simetria axial.

e Simetria axial
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Tiempo para practicar 3.1

1)Senale los ejes
de simetria axial

gue tiene la cancha
de baloncesto.

Considere el dibujo que
representa el Taj Mahal,
donde /! es un eje de
simetria. Determine:
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ABCDEFG es un heptagono .

v

.
reguiar oy
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-1 . . C . .
8) Sea A[—Z, ?j , determine las coordenadas de su imagen, si el eje de simetria

eslarecta x=1

10) Al construir el reflejo sobre la recta x = 3, se completa la figura de un corazon.
Determine el area y perimetros totales de dicho corazon.
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Conocimientos:
Transformaciones

en el plano

J e Transformaciones isométricas

127

Habilidades:

Aplicar el concepto de traslacion, homotecia, reflexion y rotacion para
determinar qué figuras se obtienen a partir de figuras dadas.
Identificar elementos de las figuras geométricas que parecen
invariantes bajo reflexiones o rotaciones.

Trazar la imagen reflejada de una figura dada con respecto a una
recta.

Trazar la imagen de una figura dada si se la somete a una rotacion.
Trazar en un plano cartesiano la figura que se obtiene al someter una

figura a una traslacion, rotacion u homotecia o combinaciones de ellas.
Determinar el punto imagen de puntos dados mediante una
transformacion.

Resolver problemas relacionados con diversas transformaciones en el
plano.

Utilizar software de geometria dinamica para el andlisis de las
propiedades de las traslaciones, homotecias y reflexiones.

Plantear ejercicios o problemas que involucren alguna transformacion
o transformaciones de fiquras en el plano.

e Reflexion
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- * Punto reflejado en una recta.

Determine las
coordenadas del

triangulo que resulta de
reflejar el AABC sobre
la recta y=2x+1.

Grafique.
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Determine las coordenadas del cuadrilatero que resulta de
reflejar el ' ABCD sobre la recta y = 2. Grafique.

e Traslacion

GILBERTO CHAVARRIA ARROYO PEDIDOS: 88 75 1979



131

e Rotacion

-

—nmreay
.- -
e
S p—
e
hAD T PN S

El triangulo PMN se ha rotado con un angulo 3,
con respecto al centro R (h,k) en antihorario
[contra las manecillas del reloj]




S

Si (h, k) es el centro de una rotacion del punto P(X, y) con un angulo < 8 en sentido
antihorario, de modo que se obtiene P’ (x',y’), entonces para obtener la coordenadas
después de la rotacién se realiza:

S

Si la rotacién es en sentido horario (en direccion a las manegi xl se usa la

medida — B:
Q

v

RN

@\ Determine las coordenadas del AA'B'C' que resulta de rotar
G en sentido horario al AABC con un angulo de 120° y centro
Ejemplo (2, — 1). Las coordenadas de los vértices A(-3,3) B(3,5)

C(5.2)

\\

Se calculanVas rdem@das con las férmulas respectivas

'=(—-3-2)cos(—120°) — (3— 1sen(—120°) +2 ~—7,9 A’
y'=(3— 1)cos(-120°) + (" 3—2)sen(-120°)+ 1~13 | (7,9, 1,33)
x'=(3-2)cos(—120°) — (56— 1sen(-—120°) +2~ 6,7 B'
(3,5) y'=(5— 1)cos(—120°) + (3 — 2)sen(-120°) + 1~ 4,8 | (6,7, -4,8)
C x'=(5-2)cos(—120°) - (2— Dsen(-120°)+2~ 3,1 C'
(5.2) y'=(2— 1)cos(-120°) +(5—2)sen(-120°) + 1~-51 | (3,1, - 5,1)




I . 5 ;e
ﬁ)  Transformaciones isomoérficas

o

existe una

e Homotecia

anu homotecin de centro O y razén k es la transformacién que hace

corresponder a un punto A otro A, alineado con Ay O, tal que

Si estamos trabajando en el plano cartesiano, donde cada punto se representa

mediante un par ordenado (X, y), la homotecia de centro O(m, n) y razén k envia al
punto A (X, y) al punto A; (x1, y1) mediante la siguiente relacion:
A, =k-A+(1-k)O
(X, Y1) =K(X,y)+(1-K)(m,n)

133
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Determine las coordenadas del triAngulo Determine y
grafique la homotecia del triangulo ABC determinado por

los puntos A(-6,2),B(-3,4),C(-3,2) con una razon de —2
y centro (-1,1)
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Tiempo para practicar 3.2

Construya la reflexion del [1 ABCD sobre larecta x =2 [Determine las coordenadas
de los vértices]

el
NN EEEEY, NS
T AENEL
L AT [

T E g E ]

o~ |
HEEEN
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2031 4 5 & 7 &8 4 won o2 oz

7)  El AABCse refleja sobre la recta / tal como se muestra la figura adjunta. Las
coordenadas del triangulo original son A(-6,2), B(-3,5), C(-14) .
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8) El AEDCse refleja sobre la recta /, tal como
lo muestra la figura adjunta. Segun la
informacion proporcionada, determine

10) Determine la imagen del punto (—J§,5) que se refleja respecto al eje “X”

12) Determine las
coordenadas de los
vértices que resultan
de trasladar el
AABC nueve
unidades a la
derecha y dos hacia
arriba. Grafique
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14) En la figura adjunta, el
punto M es resultado de
trasladar el vértice A del
triangulo ABC. Determine
las coordenadas de los
otros dos vértices y
grafique.
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16) Determine la imagen del punto [g%) al que se le aplica una traslacion de vector

(2-8)

Determine la imagen del punto (\/58) al que se le aplica una traslacion de vector

(07)

De acuerdo con los datos de la figura
adjunta, al trasladar el AABC, se
obtiene el AA’B’C’. Determine el vector
de traslacion utilizado.
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El AABC es rotado con un angulo de 180°
en sentido antihorario. El centro de rotacién
es el punto E, que corresponde al punto

medio de AB.
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30) Alrotar el punto M (-2,5) desde el centro (0,0)con un angulo de 135° en sentido
horario, se obtiene el punto R. Determine las coordenadas de R.
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32) Complete el cuadro, de modo que determine la imagen de cada punto que ha sido

rotado desde el centro C y con un angulo B. [Las respuestas pueden ser
aproximadas]

(0,-4) (-6.0) 135°
(21) (3,2) 15°
(-3,3) (0,0) 120°

34) En cada plano, se presenta un poligono sombreado y su respectiva homotecia.
Determine el lado, vértice y angulo homdlogo, segin sea el caso. Ademas
indique qué condicion cumple la razén de la homotecia “k”.
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Al AABC de la figura adjunta, se le aplic6 una homotecia
de razén “k” y centro M, con lo que se obtuvo el ARTH;
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(iiiy Al AABC de la figura se le aplicé una homotecia de
razon “k” y centro D, con lo que se obtuvo el AFGH.
Por tanto es cierto que

37) Determine la homotecia del punto R(—4,7) con una razén de % y centro (-6,5)
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40) Determine y grafique la homotecia del triangulo MNR determinado por los puntos

. -1
M(-5,-1),N(-3,1),R(-3,—3) con una razon de = y centro (0,-1)

42) Determine y grafigue la homotecia del ADEF determinado por los puntos

D(-1 4),E(3,9,F (?2) con una razén de% y centro (2,2)

44) Construya una homotecia sobre el ADEF determinado por D(-14),

2
sean el triple del original.

E(s,z],F(_?l,zj y centro (-2,-1), de modo que los lados del triangulo resultante

46) Grafique la homotecia del [ ABCD, con un razon de -1y centro en el punto (6,1),
dadas las coordenadas A(2,-2), B(3,-1), C (6,-1),D (5,-4)

48) Construya una homotecia del JABCD con coordenadas A(2,5), B (4,6), C (7,4),
D (6,4), con una razon de -3/2 y centro ubicado en (4,3)
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50) La figura adjunta representa una
homotecia de centro D. Segun los datos
proporcionados, conteste:
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52) Determine cudles
figuras son
homotecias de la
figura A

54) Al punto M (2,3) se le aplica una traslacion de vector (— 3, 2). Luego se le aplica

., x+11 .
una reflexién sobre la recta y = 3 Determine las coordenadas del punto

resultante.

Al punto M (- 1 ,2) se le aplica una rotacion con centro (1,4) y angulo 90° en

sentido antihorario. Luego se le aplica una traslacion de vector (4,0). Determine

las coordenadas del punto resultante.
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(A) Sololal (B) Sololall

(C) Ambas (D) Ninguna

A) (zg] (32) (B) (11),(7,4)

2

©) (51),(54) (D) (9.3).(3.4)
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(A) Poligono 1 (B) Poligono 2

(C) Poligonos1y2 (D) Ninguno
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(A) Sololal (B) Sololall

(C) Ambas (D) Ninguna
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(A) rotacion antihoraria (B) homotecia directa

(C) rotacion horaria (D) homotencia indirecta
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(A) reflexion (B) traslacion

(C) rotacion (D) homotecia
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B) k>1

(D) -1<k<0

(A) (-14,-5) (B) (-4,-10)

€ (6.2 (D) (-9.5)
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(A) ambas (B) sololal

(C) ninguna (D) sololall

N O A
il |
IEIEIIII

(A) rotacién y homotecia (B) traslacion y reflexion

(C) homotecia y traslacion (D) reflexion y rotacion

161
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(A) rotacion (B) traslacion

(C) reflexiéon (D) homotecia
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I. La figura 1 se puede obtener de la figura 2
mediante una rotacion de 180° con centro en el
punto (2,0).

IIl. La figura 2 se puede obtener de la figura 1 si se
aplica primero una reflexion con respecto a la
recta { y luego a la figura que se obtiene se le
aplica una reflexion con respecto al eje x.

De estas proposiciones son verdaderas
(A) ambas (B) sololal

(C) ninguna (D) sololall

De estas proposiciones son verdaderas

(A) ambas (B) sololal

(C) ninguna (D) sololall
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(A) 56° (B) 90°

(C) 34° (D) 17°
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(A) solo lal (B) sololall

(C) ninguna (D) ambas
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(A) rotacién antihoraria (B) traslacion

(C) rotacidn horaria (D) homotecia
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@) k<-1 (B) O<k<1
(©) -1<k<O D) k>1
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(A) ambas (B) ninguna

(C) sololall (D) sololal

(A) rotacion (B) homotecia

(C) traslacion (D) reflexion
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(A) 8, -1) (B) (3,4)
© @3) (D) (8.2

(B) 128
(D) 8

(A) (7.-4) (B) (23-4)

©) (7.-12) (D) (23-12)
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. Habilidades:
Conocimientos: - o )
. . . 14. Identificar la superficie lateral, la base, la altura, el radio y el
Visualizacion diametro de la base y el vértice de un cono circular recto.

Espacial 15. Determinar qué figuras se obtienen mediante secciones planas
de un cono circular recto y caracteristicas métricas de ellas.

16. Reconocer elipses, parabolas e hipérbolas en diferentes
contextos.

17. Plantear y resolver problemas que involucren secciones de un
cono mediante planos paralelos a la base.
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~
N } e Partes de un cono

\ e Secciones conicas

L

Paralelo al plano de la base del  Circunferencia
cono

Oblicuo con respecto a la base  Elipse
del cono (sin cortarla)

Oblicuo con respecto a la base  Parabola
del cono, paralelo a

la generatriz (sin pasar por el

vértice)

Perpendicular al plano de la Hipérbola
base del cono, sin
pasar por el vértice
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A un cono de altura 8 cm y radio 6 cm se le hace un corte
paralelo a la base, el cual determina una circunferencia de

radio 2 cm. ¢ A cuanto dista dicha seccion con respecto del
plano de la base?
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Tiempo para practicar 3.3
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| U- suré:

i

. o

lanta era circular y el techo cénico hasta el
suelo, sostenido por ocho pilares basicos,
tres aros estructurales (coronas dos
entradas. El bejuco real era el sustituto de los

clavos en esta vivienda indigena.

construir una casa fisica,

automaticamente se construye otra a

modo de espejo virtual hacia abajo o supramundo, completando los 8 niveles de la

concepcién césmica bribri.

Los investigadores Gonzélez Chaves y Gonzalez Vasquez, en su libro “La casa
césmica Talamanquefia y sus simbolismos” (UNED), presentan un plano de una de

estas impresionantes construcciones, tal como lo muestra la figura.
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Segun la informacién proporcionada, determine:

La medida de la altura de la casa
La medida del radio de la casa

La medida de la altura a la que se encuentra la circunferencia que se ubica mas

La medida del radio de la circunferencia que se ubica mas alta

DISPOSICION ESTRUCTURAL EN CORTE
esc 11100

ANILLOS O AROS
OE AMARRE

(A) 3zcm ®) %ﬂcm

(D) 4zcm

9
C) —7zcm
© 7
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(A) elipse

(C) circunferencia
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. Seccién
(B) parabola . conica

(D) hipérbola

plano paralelo )
ala base plano perpendicular

ala base



(

\_

1) @h'(9=3-x (b)f'(x)= ©g (¥ =x+7

2X +3
5

(d) h"(x) = —7x+42

() h'(x) = x +% ® h?*x) =x

X+1

@ P i9=5x M= () g (-2

2) (@ A= }—oo,%} 0A= {%,—i—oo[ (b)G = ]—oo,O] 0G= [0,+oo[

-1 -1 5 5
(c)H = :|—oo,?} oH = {Eﬁoo[ (dH = }—oo,z} oH = {Eﬁoo

3) (a) ]—oo,3]oA=[3,+oo[ (b)]—oo,o]o [0+oo[ (©) R (d) ]—oo
4) (a) no (b) si (c) si (d) si(e) no (f) si

5) ‘_23 6)2 7)0 8) f(x)=-5x+8

f(x) = —

9) fi(X)=—-4x+7 10) % 11) }—g,o}

P+428

12) L(P) = 13) h(T) = —500(

14) Hay que comprobar que (f‘lof)

~1+14—x

15) (a)g_l(X)=# (b

(c)gl(x)=1‘2& (o)
17) (@) g =Vx£5 (B)BW =¥x-7 () g)=+x +1
=4x-11-3 (b)y =2Vx-4+3

@ g0 =—Vxg 1

2)A 3)B4)A5)A6)C7)C8)C
9)A 10) A 11) C 12) 0,34cm? 13)
36,78 14) 30 284,47 15) (a) 64

000 (b) 2500 16) 1, 09cm? 17)

1) (8) {3/2} (b) {3} (c) {10/9}

(d) {1073} (e) {3/2} () {-7/2}

(9) (13/3}(h) {1} (1) {=29/3}
()492/29} (k) 1-4} (1) {=14/S}

(m) 2.8} (n) {67/42} (0)
11312} (p) 11,2} (9) 2}

2) s 3) ]-3,-1] 4) 0,2 horas 5)

1 afio 6)2015 7)B 8)C
9)A 10)A11) D

1)C 2)D3)C4)C5)C 6)B
7)D8)C9) B10)D11)B 12)B
13) C 14) B 15) B 16)B 17)D
18) A19) A 20)A21)C22)B
23) A 24) A 25) D 26) A 27) C
28) B 29) B 30) D 31) C 32) D
33) C34) D 35)A 36)C37)C
38) A39) A 40)B 41)C

1)D 2)C3)A4)D5)A 6)B
7)A8)C9) D 10)D11) C
12) A13)A 14)B 15)A 16)C
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Turistas que ingresan diariamente

Hotel A Hotel B
Cuari 1




(

»

b) La seccién 10-1 presenta una leve menor
variabilidad.
4)

A
Varianza| 6,17 3,07 1.90

Desy
Estandar| 248 1.75 1,38

Se escoge la compafiia C
5) (a) ZonaB (b) A:45 B:6
(c) V—F-F-V-F

6) (a) Futbolistas 0.08
Basquetbolistas 0,07

(b) La diferencia es baja
(c)V-V-V-F-V

7) (a) Presencial (b) 84 (c) Presencial
(d) 56,96

8) (a) D (b) E (c) No, porque es solo un dato
aislado y esa tienda presenta mucha variabilidad
con respecto a otras.

1) (a) Informética: 5,57 Logistica: 5,41 Q
(b) Logistica

2) (a) Centro 1: 2,30 Centro 2:
(b) Levemente el centro

3) (a) Sétimo: 117587638’94 0
Undécimo 29

(b) Sétimo

(c) Seéti =143

Hubo mayor incremento en sétimo

4) (a) Compafiia A: 36,85
Compafiia B: 43,94

(b) Compafiia B

5) (a) A: 4,76 (b) 18,27 (c) 1,95
(b) Departamento B (c) Departamento C

6) El de San José

7) El habitante de la India
8) Candida

\




3) (@) A (b) RS (c) xENW (d) M (e) N
4@ £, 5 (0) £, 15 (¢) Lnly, 4y (@) 4,

5) (b) A" [19 B (o,‘—z‘r’j, C'(-1,-3) (0) 2
6) (b) R' (-3,-2),N' (1,0), U' (1,2) (c) 4 (d)
45°

7) (1,-1) 8) (4,%} 9) 245

10) P~44,57 A=118

1) M (-5,-1),N' (1,-3), P' (50)

2) A'(-4,-3),B'(-31),C'(-1,3),D' (1,-1)

3) A'(-4,0),B'(0,2),C'(0,7)

4) A'(112),B'(4,.13), C (4,8), D' (0,6)
123 2 16

5)(§?J g (5 5]

7) (@) 342 (b) V5 (c) 48,4°

8) (3)9 (0)9+35 9) | & v

10) (—J§,—5)

11)

(@) M (-9,—

@M (9

1 il), C (1-2),
(3-3)

B (4,2),C (-21), D' (-2-1)
_4 17) [%,4} 18) (JE,15)
19) (4,-3) 20) (-4,4) 21)

B'(-1-2), C (11)

22) (a) 242 (b) Horario
23) (&) M (b) N (c) 1 (d) 90°

D' (2-3)

24) A' (2,10), B' (4,8), C' (4,6), D' (0,6)
25) A'(4,0),B'(3,2),C'(6,4),D'(7.2)
26) (a) A'(-2,5),B'(-6,1), C'(6,5)
(b) cuadrado
27) R (horario)
28)
A (2,12,0,71),8' (6,36, 2,12), : ,5,66)
29) (a) 45° (b) (2,24, —2,66 %
30) (- 4,95, -212) 31) (k&
32) -
—741, 7.07 —13,07, -1.41) |}
229, 078 178,129
-11,-41 41, 11
33) 2,25

K (c) xPHK (d) k>1
(b)M (c) xMRT (d) O<k <1
)HV (b)V (c) x3HV (d) k=-1

a) FU (b) <A (O U(d) AR
36) () C (i) D (i) A (v) A 37) (27 = ]

\\(c) ZNMT (d) k<—1
%«z

38) [%%j 39) (a) k = - 1 (b) congruentes

o u (S (3 )+ (33

s[2Y (o2
42 8 4’8
43)
(-9 -7 19 -7
A(~7,-6), B (?7] C/(=7:-1).D [7,_
44)
, 25 5 :
D'(114),E [13,? F 5,8) o bien
D" (-5, -16),E —17,_—§9j F (_—13 —10)
(.5 (5
45) D (L EJ,E (-21),F [5,4j
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|1 ]2 s lalslel7lelolaolulnlnluls] | | | |

1 l2lslals]le]rsle ool | | | | | | [ [ | |

1 l2lalals]elslsfolaolulnlislialislaelar] 1s [19]20]

lnlalal ] 1 ] | [ | | | ||
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E

(11203 als]67lelolwolulnle | | | | | | |

11203 4 lslel7]slolwolulel | | | | | | | |

1120 3 lalsl6l7]edolwolulnlslulsle/lv]l | |

| 1 203 alslol7]elolwolulililulisle]wyl s ]
| 21 |22 123 2425 |26 |27 ] 28 |29 |30 51|52 ] 33 [3al35 36| 37| 38 3940

|41 |42 a3 laalas a6 arlas (a9 solsils2lsasal | | | | | |



